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WShrend meines Studisrder Wirtschaftsinformatik an der Hochschule Harz hatte ich in den
Jahren 2002 bis 2005 das gro8e GlYck, als Tutor fYr verschiedenéStatigtsungen von

Dr. Walter Strube tStig werden zu dYrfen.Beginn meiner TutorentStigk&ibnnteich eine

Yber die Jahre von Tutor zu Tutor weiterentwickelte Aufgabensammlung in Form einer
dLoseBlatt-SammlungO von meiner direkten VorgSngerin, Frau Weinert, Ybernehmen.
Um den Studierenden die Arbeit mit den Hgsaufgaben zu erleichtern, habe ich damals

fYr sSmtliche Aufgaben MusterlSsungen und ErlSuterungen verfasst und den Teilnehmern
meiner Tutorien in Form von Handouts zur VerfYgung gestellt.

In denvergangenen siebeahren bin ich immer wiedeon Studieendemach dieser
Sammlung von Aufgaben mit MusterlSsunggafragt worden, so dass ich mich dazu
entschlossen habe, sie noch einmal zu YberarbeiteginigiénweiterenErlSuterungen

zu versehen und Yber den GRirlagsowieverschiedene Webseiten &tsstenfreien
Download zur VerfYgung zu stellen. Ich hoffe, dass sie so vielleicht auch fYr den einen
oder anderen Studierenden au8erhalb unserer Hochschule von Nutzen sein kann.

Ein wichtiger Hinweis: Obwohl sich in den LSsungen zu vielen Aufgaben Farored

Hinweise zur Interpretation der Ergebnisse finden, ersetzt dieses Manuskript keinesfalls
eine EinfYhrung in die Theorie der induktiven Statistik. Wer also nicht nur Aufgaben I3sen,
sondern auch die theoretischen Grundlagen verstehen mschte, dewosemeiner Seite

die beiden Lehrund tbungsbYcher von Prof. Dr. Frank Lammers (ebenfalls Hochschule
Harz) wSrmstens empfohlen, die im GW@rlag Chemnitz erschienen sind.

Lammers, Frank: Statistik |: Deskriptive und explorative Stattikhr- und
tbungsbuch, GU&Verlag der Gesellschaft fYr Unternehmensrechnung und
Controlling, Chemnitz, 2003.

Lammers, Frank: Statistik II: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Interferenzstétistik
Lehr und tbungsbuch, GU®erlag der Gesellschaft fYr Unternehmensregcighund
Controlling, Chemnitz, 2004.

Und noch ein weiterer Hinwei8Vie bereits erwShnt, basieren die Aufgalvediesem
Manuskriptzum Gro§teil auf Aufgaben, die ich 2002 von meinen TuteviergSngern
Ybernommen und teilweise Yberarbeitet und angdpasst Die Aufgabedieen stammen
daher zum GroS8teiticht von mir, die MusterlSsungesowie diebegleitenden Hinweise zu
den theoretische@rundlagerentstammen dagegen meiner Feder.

Allen Studierenden wYnsche ich bei der Bearbeitung der tbungsaufgabameirimalen
Lernerfolg.FYr Fragen zu einzelnen Aufgaben stehe ich gdalunter creinboth@Hhs
harz.de grundsStzlich gerne zur VerfYgung, béteallen Anfragember zu bedenken,
dass eslurchausinigeTage dauern kann, bishiclie Zeit fYr deren Batwortung finde.
Wernigerode, den 03.11.2013

Christian Reinboth
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Aufgabe 1:Die Menge aller Studenten an einer kleinen Fachhochschule bildet den
Ereignisraum G. Das Ereignis Beschreibt die Anzahled Studenten, die einen der drei
angebotenen Statistikkurse (miti = 1,2,3) belegen. Wie sind vor diesem Hintergrund die
nachfolgend aufgelisteten Ereignisse verbal und als \teagramm zu beschreiben?

@t, 11,11,
y!, 11,11,

() IT, T T,

@@dc, Attt

(e UT, 1 T, 1T,

Ereignisraum G

Aufgabe 2: Gegeben sind folgende Mengen und die Anzahl der darin enthaltenen Elemente:

N(G) = 1.000
N(A;) = 380
N(A,) = 400
N(As) = 470

LIA, Y, )y
TR IRE
LI, )
NI IR

Stellen Sie diese Gr&§en in einem Vediagramm dar und vervollstSndigen Sie dieses.
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Aufgabe 3: StatistikstudenC.R. bewirbt sich bei zwdinternehmed® A und BBum einen
Praktikumsplatz. Die Wahekeinlichkeit des Bewerbungserfolgs schStzt er bei Firma A mit
0,5 und Firma B mit 0,6 ein. Weiterhin rechnet er mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,3 von
beiden Unternehmen gleichzeitig eine Zusage fYr einen Praktikumsplatz zu erhalten.

Wie gros§ ist die Vdhrscheinlichkeit, von mindestens einer Firma eine Zusage zu erhalten?
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LSsung zu Aufgabe 1:

@?!,! !, 1,;=_Studenten, die mindestens einendlei Kurse belegen

Ereignisraum G

(b) A, ! 1, I I, =Studenten, die alle drangeboteneKurse belegen

Ereignisraum G

Ay A,
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(c) !, I I'/1 = Studenten, die weder Kurs 1 noch Kurs 2 belegen
(das Ausgrauen des EreignisrauBgeigt dessen Einbeziehung)

Ereignisraum G

As
(d)(,! !, ! 1,)=Studenten, digurs 1 und 2, nicht aber Kurs 3 belegen
Ereignisraum G
A A,
As
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(e)!T, ! 1,1 1,1 =Studenten, die keinen der drei Kurse belegen
(das Ausgrauen des Ereignisraums G zeigt dessen Einbeziehung)

Ereignisraum G

LSsung zu Aufgabe 2:
Vier der noch fehlenden Grs8en sind vergleichsweise einfach zu ermitteln:

| I(I, nl! | )I " [ A T

L, ey # P

||(| _!!_3)||#|| I A T T L T L

FYr den Au8enraum ergibt Bizudem 1000950 = 50

Ein wenig komplizierter ist die Kalkulatictier verbliebenen Gri§en. Hier ist zunSchst
L1, 11,1 zu ermitteln, wa¥ ber derAdditionssatz fYr beliebige Ereignisgeschieht
Dieser Additionssatz lautet:

NN ENVINY
N IRIIRIIN DI LI IR TR
NI

Gesuchtwird ' | 1 A, ! (was zugleich ', I A, ! entspricht). Da alle anderen Grs8en
bekannt sind, ist der Addminssatz nach!!'! , ! I, I umzustellen und aufzulSsen.

D IR I I (D I NI

L,

PO, L)ty g g M 9501 1'%
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Mit dieser Angabe lassen sich nun alle noch fehlenden Grs8en berechnen:

OO O O P T A - B L B
P10, LT r))=147010 100! " L LIty
O T O D T A T o A e 10 I O %

AnschlieS8end sind alle gefundenen und gegebenen Gia§é/ennDiagramm einzutragen:

Ereignisraum G

(XN

Az

AuRenraum = 50

Zur Probe kann abschliegend noch die Summe fYr N(G) ermittelt werden, die in der
Aufgabenstellung mit 1.000 angegeben ist. Demnach mYssten sich bei der Addition
aller Einzelsummen aus dem VeBragramm ebenfalls wieder@00 ergeben:

50 + 200 + 30 + 50 + 100 + 250 + 70 + 250.800 ! stimmt!

LSsung zu Aufgabe 3:Hier bieten sich zwei LSsungsmsglichkeiten an, die nachfolgend kurz
dargestellt werden sollen. DégsteL3sungsmsglichkeit besteht in der Berechnung Yber den
Additionssatz fYr zwei beliebige EreignigbeideUnternehmemntscheideschlie§lich
unabhSngig voneinander Yber das Praktikum).

Der Additionssatz lautet:

R IREGINNGINNIEEY

Wsrtlich ausgedrYckt ist also die Wahrscheinlichkait¥s Eintreten mindestens eines der
beiden Ereignisse ! !'! gleichder Summe déWahrscheinlichkeitedes Eintretens der
jeweiligen Ereignisse minus der Wahrscheinlichkeggleichzeitigen Eintretend ! !,
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Setzt man die aus der Aufgabenstellbegannten Werte ein, so ergibt sfolgendesBild:

N O T 1 R O O O 0 I R

Die zweite LSsungsmsglichkeit besteht in der Erstellung eines Pfaddiagramms und der
Berechnung der Wahrscheinlichkeit YberffiadregelnDiese besagefverallgemeinert)

dass entlang der Pfade zu multiplizieren ist, die Wahrscheinlichkeiten einzelner Pfade aber
addiert werden. Auf dasns hiervorliegende Beispiel Ybertragen bedeutet diess daB.

die WahrscheinlichkeitYr eine Zusage von beiden Firmen durch Multiplixatmittelt

wird (0,5 * 0,6 = 0,3), di&Vahrscheinlichkeit fYr eine Zusage von Firmdagegen durch

die Addition detWahrscheinlichkeitebeiderEinzelpfade (0,3 + 0,3 0,6)Dwobei die
Wabhrscheinlichkeiten der Einzelpfade wiederum durch Multiplikatakuliert wurden.

Entscheidung tber die Praktikumsplatzvergabe

0,5 l l 0,5

Firma A sagt ab

0,4

0,6 | 0,4 0,6

Firma B sagt ab Firma B sagt ab

=0,3 =0,2 =0,3 =0,2

Dain der Aufgabenstellungach der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, dass mindestens eine
Firma eine Zusage Yber einen Praktikumsplatz gibt, sind die Eintrittswahrscheinlichkeiten
aller Pfade zu addieren, in denen es zu mindesieas&usage kommt (d.h. beide Firmen
sagen zu, nur Firma A sagt zu, nur Firma B sagt zu). Es ergibt 8igh:0!' ! I'ln I 1l

Die Wahrscheinlichkeit, dass Student R. eine Zusage fYr mindestens einen der beiden
PraktikumsplStze erhSilt, liegt demnach8@i

1C
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Aufgabe 1:In der Bevslkerung Sachseinhalts sind die Merkmale A (CDWShler/in), B
(FYhrerscheininhaber/in) und C (Raucher/in) mit den Wahrscheinlichkeiten P (A) = 0,3, P (B)
=02 und P (C) =@ zu beobachten. Welchen Anteil haben demzufolge die BYrger/innen mit
(1) keiner, (2) einer, (3) zwei und (4) drei dieser Eigenschaften an der Gesamtbevslkerung?

Aufgabe 2: Zwei Studenten versuchen unabhSngig voneinander die gleiche Staigfibe
zulSsen, wobei jeder mit einer LSsungswahrscheinlichkeit von 0,6 arbeitet. Wie groS§ ist die
Wahrscheinlichkeit dafYr, dass wenigstens einer der Studenten das richtige Ergebnis findet?

Aufgabe 3:Bei der Produktion von zweifarbigem Keramikgeschirr treteridéeh der einen
Glasurfarbe bei 10% aller StYcke, Fehler in der zweiten Glasurfarbe dagegen bei 20% aller
StYcke auf, wobei alle m3glichen Fehler unabhSngig voneinander auftv&kerend die
fehlerfreien StYcke Yber den Fachhandel weiterverkauft wavdeten StYcke mit

Fehlern in einer Glasurfarbe an DiscountmSrkte abgegeben. StYcke, bei denen

Fehler in beiden Glasurfarben auftreten, werden dagegen als Abfall entsorgt.

Welche StYckzahlen lassen sich bei einem Produktionslos von 1.000 StYck jeweils
fYr den Fachhandel, fYr den Discounthandel und fYr die Abfallentsorgung erwarten?

11
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LSsung zu Aufgabe 1:

(1) Kein Merkmal: Die Berechnung erfolgt mittels désltiplikationssatzes fYr stochastisch
unabhSngige Ereignisseobeiin diesem Falmit den KompémentSrereignissen zu rechnen
ist. Das KomplementSrereignis eines Ereignisses E ist dasjenige Ereigmishes eintritt,
wenn E nicht eintritt. Da im ersten Teiér Aufgabe nacliemjenigemnteil der Bevslkerung
gefragt wird, autlengenau keineder drei Merkmale zutrifft, mYssen zur L&sungsfindung in
diesem Fall nur die KomplementSrereignisseY cksichtigtverden.

Pl rr oy urrnrrnyr g
Personen mit keinem der drei Merkmale machen demb@dddoder Bevslkerung aus.

(2) Ein Mekmal: Die Berechnung hier erfordert die Addition der Wahrscheinlichkeiten fY
die positive Verteilung eines Merkmals Yber die drei Merkmalstr&yandlage ist auch hier
wieder demMultiplikationssatz fYr stochastisch unabhSngige Ereignissizei ebenfas auf

die KomplementSrereignisse zurYckgegriffen wird, da ja jeweils ein Merkmal auftreten und
zwei Merkmale nicht auftreten sollen.

Laurrprimyraurrmrrnyr gnrrmwron)t ot
Personen mit einem der drei Merkmale machen den@8% der Bevslkerung aus.

(3) Zwei Merkmale:Die Berechnung erfolgt analog zu (2), wobei der Unteestdarin
besteht, dasasnstatt zwei KomplementSrereignissen pro Temes zu berYcksichtigen ist.

P@umrrmrrnyr qumron )y on oty g
Personen mit zwei von drei Merkmalen machen demf@&% derBevslkerung aus.

(4) Drei MerkmaleDie Berechnung erfolgt analog zu (1), wobei der Unterschied darin
besteht, dass nicht mit den KomplementSrereignissen gerechnet werden muss, da nach
dem Anteil der Bevslkerung gefragt wird, der alle drei Merkmalesauif vereint.

rgrrror iy rme
Personen mit allen drei Merkmalen machen dem@g&¥bder BevSlkerung aus.

Probe:Nach Kolmogore muss die Gesamtwahrscheinlichkeit stets 1 (=100%) betragen.
Die Summe aller schnittmengenfreien Einzelwahrscheinlichkeitess daher ebenfalls 1

sein. Dieser Fall ist hier gegeben, da dkein MerkmalO, dein MerkmalO, &zwei MerkmaleO
sowie Aalle drei MerkmaleO keine Schnittmengen aufweisen und den Ereignisraum G
vollstSndig abdecken. Die Probe der zuvor angestellten Berecianggt demnach:

N N I N S

12
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LSsung zu Aufgabe 2:Analog zu Aufgabe 3 des Arbeitsblattsann diese Aufgabe
entweder Yber die Anlage eirfaddiagrammseder aber Yber die Anwendung des
Additionssatzes fYr zwei beliebige Ereignigdie beiden Studenten beeinflussen
sichin ihrer Arbeit nicht gegenseitig) erfolgen.

Der Additionssatz lautet:!(! ' ! ) 1) w @)y nr ol

Die beiden Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) sind bereits durch die Aufgabenstellung
vorgegeben (jeweils 0,6Die Wahrscheinlichkeit fYr das gleichzeitige Eintreten beider
Ereignissé (! ! !) ergibt sich dagegen durch die Multiplikation von P(A) und P(B).
Setzt man diese Werte nun in den Additionssatz ein, so erhSlt man:

PO I Gy e e

Betrachten wialternativ noctdas Pfaddiagramm:

Losung der Statistik-Aufgabe

l 0,4

Student A falsch

0,6 ‘ 0,4

Student B falsch

Student B falsch

=0,36 =0,24 =0,24 =0,16

Um die Wahrscheinlichkeit fYr mindestens eine richtige L§sung zu ermitteln, sind die
Einzelwahrscheinlichkeiten aller Pfade zu addieren, in denen mindestens einer der beiden
Studenten die ridige LSsung findet (d.h. beide Studenten ISsen die Aufgabe korrekt, nur
Student A ISst die Aufgabe korrekt, nur Student B ISst die Aufgabe korrekt). Es ergibt sich:

F3e ! 1 1o 1o

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der beiden Studenigestkllte Aufgabe
korrekt ISsen kann, liegt somit b&4%

13
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L3sung zu Aufgabe 3:Die Anzahl der fYr den Fachhandel tauglichen StYcke ISsst sich Yber
denMultiplikationssatz fYr zwei stochastisch unabhSngige Ereigaisséeln. Hierbei ist

die Frage zu é&antwortenmit welcher Wahrscheinlichkeit es bei einem beliebigen StYck

zu keinerlei Fehlern (KomplementSrereignisse) in der FSrbung kommt(id.h.1)!

NOEEDYN G RENDENNE

Dies bedeutet, dass ein beliebiges WerkstYck mit einer Wahrscheinlichkeit von 72% keine
Fehler in beiden Glasurfarben aufweist. Bei einer Losgrs§e von 1.000 StYck ist demnach mit
720 fehlerfreien WerkstYckem rechnen, die Yber den Fachhandel verkauft werden kSnnen.

AufwSndiger ist nun die Ermittlung der Anzahl von WerkstYcken, die in den Discounthandel
abgegeben werden mYssen, da sie Fehler in einer Farbglasur (nicht aber in beiden) aufweisen.

Zu berechneist hierfYr die Wahrscheinlichkeit fYr das Auftreten eines der beiden Ereignisse
(Fehler in Glasur A oder Fehler in Glasur B). Dies geschieht in zwei Schritten. ZunSchst wird
mit demAdditionssatz fYr stochastisch unabhSngige Ereighidsé B! berechnetim den

Anteil der WerkstYcke zu ermitteln, die einen Fehler entweder in Glasur A oder in Glasur B
aufweisenStellt man sich die passend eingefSrbte FISche im-Bemgramm vor, so mYsste

von dieser numllerdingsnoch die FISche!! ! || subtrahiert werden, ddie WerkstYcke,

bei denen Fehler in beiden Farbglasuren auftreten, nicht an den Discounter verkauft, sondern
im Abfall entsorgt werden. FYr die Berechnung ¥bh n! ! ist analog zur Berechnung im

ersten L&sungsschritt dieser #yabe deMultiplikationssatz fYr stochastisch unabhSngige
Ereignisseheranzuziehen.

PPty = (R tn)r (o rr)) ooy

Alternativ Iassep sich natYrlich auch die Wahrscheinlichkeiten f\"([ aFehler in Glasur A, nicht
aber in Glasur B und aFehler in Glasur B, nicht aber in Glasur AO berechnen und addieren.

NI IR D I RN

Bei einer Losgr38e von 1.000 StYck ist demnact260t WerkstYcken zu rechnen, die einen
Fehler in einer der beiden Glasuren aeisgnund die daher an die DiscountmSrkte gehen.

Die letzte noch offene Gr3§e kann nun entweder analog zur ersten Berechnung Yber den
Multiplikationssatz fYr zwei stochastisch unabhSngige Ereignisse kalkuigert ! ) !

Pt 1 oder aus den beiddmsherigen Ergebnissdrerechnet werden: Da die

Summe aller Teilwahrscheinlichkeiten nach Kolmogastatsl bzw. 100% ergeben muss,

lassen sich die beiden bereits berechneten Ergebnisse (0,72 und 0,26) auch von 1 abziehen,
um den noch fehlenden Wert zthaiten: 1D0,72D0,26 = 0,02. Bei einer Losgrs8e von

1.000 StYck ist demnach mit einémsschuss von 20 WerkstYckanrechnen.

14
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Aufgabe 1:Wie gros§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Weihnachtségjen 3
einem beliebigen Jahr entweder auf einen Samstag oder auf einen Sonntag fSlIt?

Aufgabe 2:Eine Kiste enthSlt insgesamt 20 Cremetuben und 10 Spraydosen, wobei
50% der Cremetuben und 20% der Spraydosen einen Defekt aufweisen. Wie gro8§ ist
die Wahscheinlichkeit, bei der zufSlligen Ziehung eines Gegenstands aus dieser Kiste

(a) eine Spraydose,
(b) eine Spraydose oder ein defektes Tell
(c) oder sowohl eine Spraydose als auch ein defektes Teill

zu erhalten?
Aufgabe 3:Zwei Fu8ballspieler schie§en vom Elfmetengtiauf ein leeres Tor, wobei die
Wahrscheinlichkeit fYr einen Treffer beim ersten Spieler 0,6 und beim zweiten Spieler 0,8
betrSgt. Wie gro8§ ist nun die Wahrscheinlichkleiss

(a) keiner der beiden Spieler das Tor trifft,

(b) mindestenin Tor bei beiden Sch¥an erzielt wird
(c) oder beide Spielarrfolgreich sind und zwei Tore erzielt werden?

15
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LSsung zu Aufgabe 1:LSsungsgrudlage ist diklassische Wahrscheinlichkeitsdefinition

HS LU L HSORNIHSHIOR (H(H) %) +H#

P NS TR 1 T TES T THSEE (B() )t B

Im vorliegenden Fall sind insgesamt sieben Ereignisse denkbar (der Weihnachtsfeiertag
ksnnte aif einen Montag, Dienstag, Mittwoch, Donnerstag, Freitag, Samstag oder Sonntag
fallen), von denen jedoch nur zwei (Samstag und Sonntag) fYr das Ergebnis relevant sind.

. . VINT'H$%0"&  1"#S N"#H#S%E& | !
er =1=1 1"
Es ergibt sich dahe¥: TR - #3$

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit liedgmnactbei 28,57%.

Hintergrund Die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition nach LaplBeg klassische
Wahrscheinlichkeitsbetdf geht auf den franzSsischéviathematiker Pierr&imon Lalace
(174991827 zurYck. Besteht ein Zufallsvorgang A (wievadas Werfen eir@WYrfel9
aus endlich vielen Elementarereignisgsngie Wahrscheinlichkeit(R) wie folgt definiert:

"G 1 I | HS&NHSHYOE (H( "H#$"%%!
"HS 1 L derl | I"HSI 1" "HSHY& (H(H) %) ++#

tbertragen auf das WYrfelbeispiel existieren sechs m3gliche Elementarereignisse (nSmlich
die Zahlen 1,2,3,4,5 und 6). Die Wahrscheinlichkeit, bei einem einzZéloeheine gerade
Zahl zu wYrfeln, berechnet sich demnach wie folgt:

|l SO0 HSHYR (HH) ) 12N L

(1) T
NS T WHSHW (H(#) %)+ nunnnnnr T T

L3sung zu Aufgabe 2:FYr dieL3sungsfindung sind folgende VorYberlegungen hilfreich:

¥ In der Kiste befinden sich insgesamt 30 GegenstSnde
¥ In der Kiste befinden sich 10 defekte Cremetuben
¥ In der Kiste befinden sich 2 defekte Spraydosen

FYr die L8sung aller drei Teilaufgaben wird digklassische Wahrscheinlichkeitsdefinition
nach LaplaceurYckgegriffen (Hinweise hierzu siehe weiter oben auf dieser Seite).

(a) Wahrscheinlichkeit fYr das Ziehen einer Spraydose:

s a s N L S

MNES%&NIME T 30 T !

(b) Wahrscheinlichkeit fYr das Ziehen einer Spsgloder eines defekten Teils:

M AMEE%&'()F L IM MHIS%T IMHSHUEH( e S e

" I $%&! I"# s

!
P IUHS%E&™ W " H## 1"H# " $% " #$% &' ()* "HPW "#PP% &N "#$%&'["#$"% N"#$%&!
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(c) Wahrscheinlichkeit fYr das Ziehen einer Spraydose sowie eines defekten Teils:
(gesucht ishier also diewWahrscheinlichkeitles Ziehens einer defekten Spraydose

FI"H"$%" 1"#$%E&'()* | ! e
" " $%&! I"# [

LSsung zu Aufgabe 3:

(a) Die Wahrscheinlichkeit fYr keinen Tortreffer durch beide Spieler wird anhand des
Multiplikationssatzes fYr zwei stochastisch unabhSngige Ereiddasiseide Spieler
voneinander unabhSngig auf das Tor schie§en) sowie unter BerYcksichtigung der
KomplementSrereignisse (also der Wahrscheinlichkeiten fYr Okein TorO, in der
Aufgabenstellung gegeben sind die Wahrscheinlichkeiten fYr OTorO) ermittelt.

@ oyr ey e
Die Wahrscheinlichkeit fYr zwei FehlschYsse hintereinander liegt al8&obei

(b) Die Wahrscheinlichkeit fYr mindestens einen Tortreffer ISsst sich auf verschiedene
Wege ermitteln. Am schnellsten geht es, wenn manveicAugen fYhr, dass von den vier
insgesamt msglichen Ereignissen (beide Spieler schie8en ein Tor, nur Spieler A schie8t ein
Tor, nur Spieler B schie8t eifor und beide Spieler schieg§en danglrair ein einziges

Ereignis (beide Spieler schie§en daneben) mabtKrierium Omindestens eimefferO

erfYllt. Berechnet man also die Wahrscheinlichkeit fYr das Eintreten dieses Ereignisses
und zieht das Ergebnis von der Gesamtwahrscheinlichkeit 1 ab, bleibt die geforderte
Wahrscheinlichkeit fYr mindestens einen Tortreffanigy

Pt (T D) rr )y e

Die Wahrscheinlichkeit fYr mindestens einen Tortreffer liegt somB28iund entspricht der
KomplementSrwahrscheinlichkeit zu (a) (zwei FehlschYsse hintereinander). Bei Problemen
mit dem VerstSndnis dieséorgehensweise kann die Erstellung des Pfaddiagramms helfen.

(c) Die Wahrscheinlichkeit fYr zwei Treffer hintereinander I1Ssst sich analog zla)ef
Wabhrscheinlichkeit fYr zwei FehlschYsse hintereinaveeg)eichsweise einfacinhand
desMultiplikationssatze$Yr stochastisch unabhSngige Ereignissechnen:

ey urrny e

Die Wahrscheinlichkeit fYr zwei aufeinanderfolgende Treffer liegt demnaci8tsei
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Aufgabe 1:Ein Unternehmen stellt auf diesen drei Maschinen Spitzgussteile her:

Maschine A B C
KapazitSt 60% 25% 15%
Ausschussquote 9% 12% 4%

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich bei einem zufSllig aus
der laufenden Produktion enthommenen Spritzgussteil um Ausschuss?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt ein als fehlerhaft idienrtes
Spritzgussteil von Maschine A / Maschine B / Maschine C?

Aufgabe 2:Ein Discountmarkt bezieht seine EinkaufstYten von zwei verschiedenen
Lieferanten, wobei 70% der TYten von Lieferant A und 30% der TYten von Lieferant B
stammen. Bei einer Norrieeladung liegt die Rei§wahrscheinlichkeit bei einer TYte von
Lieferant A bei 10%, bei einer TYte von Lieferant B dagegen bei 20%.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fYr das Rei§en bigl@bigen TYte.
(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit deediereits gerishe TYte von
Lieferant B stammt.

Aufgabe 3:Die Wahrscheinlichkeit eines Studenten, sein Studium erfolgreich in der
Regelstudienzeit abzuschlie8en, liegt bei 0,7. Gelingt ein erfolgreicher Abschluss in der
Regelstudienzeit, so stehen diea@cen auf eine Einstellung innerhalb des ersten Monats
nach der Exmatrikulation bei 0,8. Gelingt der Abschluss dagegen nicht, fallen die Chancen
mit nur 0,1 sehr viel geringer aus. Wie gaiferist nundie Wahrscheinlichkeit, dass es
Yberhaupt zu eineiifstellung des Studenten im Monat nach der Exmatrikulation kommt?

Aufgabe 4:Ein Unternehmen produziert Radios in drei BetriebsstStten. Betrieb B1 produziert
am Tag 1.500 Radios mit einem Ausschuss von 15 StYck, Betrieb B2 3.500 StYck mit einem
Ausschusson 175 StYck und Betrieb B3 5.000 StYck, darunter 100 fehlerhafte Exemplare.
Wie gro§ ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass

(a) ein zufSllig aus der Produktion entnommenes Radio defekt ist?

(b) ein als defekt identifiziertes Radio von Betrieb B2 stammt?
(c) ein als @fekt identifiziertes Radio von Betrieb B3 stammt?
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!
LSsung zu Aufgabe 1:

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich bei einem zufSllig aus
der laufenden Produktion enthommenen Spritzgussteil um Ausschuss?

Zur Beantwortung dieser Aufgabe kanreder einmal auf diklassische Definition der
Wahrscheinlichkeit nach LaplazerYckgegriffen werden. Angenommen, im Rahmen eines
Produktionslots wYrden genau 100 Bauteile unter Einsatz aller drei Maschinen hergestellt.

In diesem Fall wYrden 60 StYck Mdschine A, 25 StYck auf Maschine B und 15 StYck

auf Maschine C produziert. Unter den 60 auf Maschine A produzierten Bauteilen wSren 5,4
defekte Bauteile zu erwarten (Ausschussquote 9%), wShrend Maschine B 3 defekte Bauteile
und Maschine C 0,6 defekte Baile auswerfen wYrde. In Summe sind dies ! 1 1111

I defekte bei 100 insgesamt hergestellten Bauteilater BerYcksichtigung der klassischen
Wabhrscheinlichkeitsdefinition nach Laplace ISsst sich somit folgende Berechnung anstellen:

1 S LI UL IHSOORN HSHOOR (H(H) o)+
CH s e s T " HSHY& (H(H)*Yo)++#
L1 $9%" 1"#$%& Yo !

SRR | e sopsarasvesr | T

Die Wahrscheinlivchkeit fYr die_ zufSllige Ziehung eines defekten Bauteils liegt so@ibbei
Die Kalkulation ISsst sich natYrlich auch mit einer beliebigen anderen Losgri§e durchfYhren.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt diarets als fehlerhaft
identifiziertesSpritzgussteil von Maschine A / Maschine B / Maschine C?

Zur LSsung dieser Aufgabe wird d8atz von Bayebenstigt:Der Satz von Bayes spielt
immer dann eine Rolle, wenn nach der Wahrscheinlichkeit fYr ein EreignisiBdan
Bedingung gefragt wird, dass zuvor ein anderes Ereignis A eingetreten ist. In solchen
FSllen ISsst sich die Wahrscheinlichkeit fYr das Eintreten von B nicht einfach nur an B
festmachen, vielmehst bei der Berechnunger Eintrittswahrscheinlichitevon B zu
berYcksichtigen ist, mit welcher WahrscheinlichRegingetreten ist. Ein klassisches
Beispiel fYr die Anwendung des Satz von Bayes ist das sogeddiaxid>roblemO,

dasim TheorieEinschulbzwischenden AufgabenblSttern IV und bétrachtetvird.

ZunSchst aber zur Aufgaligur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhaftes
Spritzgussteil von Maschine A stammt, sthdfolgenden tberlegungeranzustellenDie
Wahrscheinlichkeit fYr das Auftreten eines defekten Teils haben wirdderditfgabenteil

(a) berechnet: Sie liegt bei 0,09 und bildet den Nenner des Bruchs. Im ZShler wird nun die
Wahrscheinlichkeit fYr eine Produktion auf Maschine A (0,6) mit der Wahrscheinlichkeit
der Ausschussproduktion auf Maschine A (0,09) multiplizi#nialog wird auch bei der
Berechnung der beiden anderen gesuctitahrscheinlichkeiten verfahren.

totrrmt

Wabhrscheinlichkeit fYr Maschine R(! , /! ) ! 1 =60%
Wabhrscheinlichkeit fYr Maschine B(! , /! ) ! %' I =33%
Wabhrscheinlichkeit fYr Maschine C(! , /! ) ! P =6%

(et

on

Probe:Die Summe aller drei Wahrscheinlichkeitensa insgesamt 100% ergeben.
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LSsung zu Aufgabe 2:
(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fYr das Reigen einer beliebigen TYte.

Die Berechnung erfolgt Yber dadditionssatz fYr zwei sich ausschlie8ende Ereignisse
Kombination mit denMultiplikationssatz fYr zwei stochastisch unabhSngige Ereignisse

R IR INIG IR IR R
Die Wahrscheinlichkeit fYr das Rei§en einer beliebigen TYte liegt ali8%ei

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der bieritsgerissene TYte von
Lieferant B stammt.

FYr die L8sung dieséufgabe wird erneut auf deatz von Bgyezur\"(ckgegriffen. Die
hier benstigte Wahrscheinlichkeit fYr das Rei8ens einer TYte wurde bereits in (a) berechnet.

o
(/) g =114615

Ist eine TYte gerissen, so liegt demnach die WahrschéielictafYr, dass diese TYte von
Lieferant B hergestellt wurde, b46,15%

L3sung zu Aufgabe 3:FYr diese Aufgabe empfiehlt sich die Erstellung des Pfaddiagramms:

Berufseinstieg nach Studienende

l 0,3

Studium nicht erfolgreich

0,1 0,9

= 0,56 =0,14 =0,03 =0,27
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Aus diesem Pfaddiagramm lassen sich nun alle gewYnschten Wahrscheinlichkeiten ablesen.
Konkret gefragt wurde nach der Wahrscheinlichkeit, dass der Student den gewYnschten Job
Yberhaupt erhSlt. Diese ist durch die Addition der beiden entsprechenden Pfade (Studium
erfolgreich > Wunschjobowie Studium nicht erfolgreich > Wunschjob) zu ermitteln

perrn e rorn
Die Wahrscheinlichkeit fYr einen erfolgreichen Jobeinstieg liegt dan98ei

LSsung zu Aufgabe 4:Da in der Aufgabenstellung bereits absolute Werte genannt werden,
ISsst sichilie Aufgabeleicht mit Hilfe derklassischen WahrscheintikeitsdefinitionlSsen.

o S LI LI IMHS& ( 1MHSYSR& HS N HEYES H
S s T der TAS%A& (1 | 159 I THS%RS 7

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufSlligrathmenes Radio defekt ist, betrSgt somit:

"#H$ I I"ES% & 1"HS%& g "#
=1 | 1 [ | e 0,
"##S I N"H#S%&'(M)(* N"#$%& oo ) w70 # m

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein defektesi® aus BetriebsstStte B2 stammt liegt bei:

IHROAT  IMHROAR 1M IMHROA R | +oll | n
"#'$%" N"#$%&N"# N"#$%"&"# | ttell ! I "# Loy :60,9%
"##$ 1 N"H'$% & N"HE%W&N"HE%HE'( 1"# -

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein defektes RadoBetriebsstStte B3 stammt liegt bei:

IHROAT  IMHROAR 1M IHROA R 1Y 11 | jn
"#'$%" N"#$%&N"# N"#$%"&"# 111" 1 s =34.4%
"##$ 1 N'H'$% & N"HE%W&N"HE%HE "# D
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(basierend auf einem von mir im Jahr 2008 verfassten Artikeld¥ PortaScienceBlogs.de
das TaxiProblem selbst wurde meines Wissens nach erstmals von Arthur Engel formuliert)

<$'.82'7$"7"+)"$*,0:.H*6").2"3.9%$2).F$G)" .

Die Ausgangssituation desgenannten TaRroblemgyestaltet sich wie folgin einer nicht

nSher bezeichneten Stadt existieren zwei konkurrierendeJréginehmen. Die Taxen des

ersten Unternehmens, 4Green CabO, sind gr¥n, die Taxen des zweiten Unternehmens, &Blue
CabO, dagegdatau. Der Marktanteil von 4Green CabO liegt bei 85%, womit (da ja kein

drittes Unternehmen existiert) 15% Marktanteil fYr &Blue CabO verbleiben.

Nun kommt es zu einem Verkehrsunfall mit Fahrerflucht, fYr den es leider nur einen einzigen
Zeugen gibt. DieseZeuge gibt an, der Fahrer eines blauen Taxis habe den Unfall verursacht,
und sei anschlie§end mit dem FahrzgefYchtet Andere Spuren gibt es nicht, so dass die
ermittelnde BehsSrde sich auf die Aussagen des Zeugen verlassen muss. Der antwortet zwar
efrlich und nach bestem Wissen und Gewid3aber wie gro8§ ist die Wahrscheinlichkeit,

dass seine Schilderung des Unfallhergangs trotzdem fehlerhaft ist?

Dass er ein Taxi gesehen hat, steht auSer Frage, da sich auf allen Taxen in unserer Stadt die
Aufschritt ATAXIO in riesigen Lettern findet. Da der Zeuge sich in diesem Punkt also kaum
irren kann und zudem keinen Grund fYr eine Falschaussage hat, arbeitet der flYchtige Fahrer
also mit Sicherheit fYr eines der beiden Tarternehmen. Aber was ist mit denrba des

Wagens? Der Zeuge ist sich zwar sicher, ein blaues Taxi erkannt zu haben, kSnnte sich aber
auch irren, denn immerhin war es schon ziemlich dSmmrigE

Die ermittende Beh&rde fYhrt daher einen Test mit dem Zeugen durch, in dessen Rahmen
er Farbbeisiele vorgefYhrt bekommt, an die er sich spSter erinnern soll. Zur Freude der
Ermittler zeigt sich, dass der Zeuge Yber ein sehr gutes FarbgedSchtnis verfYgt, denn es
gelingt ihm, 80% der Farbbeispiele richtig zuzuordnen. LSsst sich daraus nun der Schluss
ziehen, dass auch die Beschreibung des Unfallwagens mit 80%iger Sicherheit korrekt ist?

B$*2=.,'&.3,)).8""$#=).5$%'-#

Die meisten Menschen wYrden dieser Aussage wohl auf Anhieb zustifiskdingt ja

auch logisch: Wenn der Zeuge einen Wagen rliebiger Farbe sieht, dann liegt die
Wabhrscheinlichkeit dafYr, dass er sich spSter korrekt an die Farbe erinnern kann, genau
bei 80%. Demnach mYsste das Unfalltaxi doch ebenfalls mit 80%iger Wahrscheinlichkeit
blau gewesen seoder etwa niclt

TatsSchlib ist dem nicht so, denn man vernachlSssigt bei der Schlussfolgéeling leicht

den Umstangddass in der Stadt sehr viel mehr gr¥ne als blaue Taxen unterwegs sind. Nehmen
wir einfacheinmal an, in der Stadt sind insgesamt nur 100 Taxen unterwegs awisehr

kleine Stadt). Von diesen 100 Taxen muss eines in den Unfall verwickelt gewesPuarsein

aus den jeweiligen Marktanteilen von 85% bzw. 15% ergibt sich, dass 85 grYne und 15 blaue
Taxen die Stra8en der Stadt dbevslkernO.
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Wie wir wissen, issich der Zeuge sicher, ein blaues Taxi gesehen zu haben. Dass er mit
80%iger Wahrscheinlichkeit richtig liegt bedeutet natYrlich auch, dass er in 20% aller FSlle

die Farbe nicht korrekt zuordnen kann. Er wYrde demnach von den 85 gr¥nen Taxen 68
korrekt alsgryn erkennen und 17 fSischlicherweise als blau. Umgekehrt wYrde er von den 15
blauen Taxen 12 korrekt als blau erkennen und 3 fSischlicherweise als gr¥n. Diese UmstSnde
gilt es bei der die Berechnung der Wahrscheinlichkeit fYr ein blaues Unfalltaxactutde.

Letztendich gibt es vier MSglichkeiten fYr den Verlauf der ganzen Geschichte:

Das Unfalltaxi war gr¥n und wird als gr¥n erkannt
Das Unfalltaxi war gr¥n und wird als blau erkannt
Das Unfalltaxi war blau und wird als blau erkannt
Das Unfalltaxi wa blau und wird als gr¥Yn erkannt

PwpnpE

In Form eines Pfaddiagramms stellt sich die Situation demnach wie folgt dar:

Bedauerlicher Taxi-Unfall

als blau erkannt als blau erkannt

Da die Zeugenaussage (das Unfalltear angeblich blau) bereits vorliegt, interessieren uns
zwei der vier Ereignisketten nicht weiter. Kon@eren wir uns also auf die beiden anderen:

1. Das Unfalltaxi war gr¥n und wird als blau erkannt
2. Das Unfalltaxi war blau und wird als blau erkannt
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Bedauerlicher Taxi-Unfall

¢_I_¢

als blau erkannt als blau erkannt

Wie man sieht, besteht jedeeserEreigniskette aus zwei Einzelereignissen, nSmlich

1. Taxi der Farbe xyst in den Unfall verwickelt und
2. Farbe xy des Taxis wird richtig / falsch erkannt

Die Wahrscheinlichkeit fYr das richtige Erkennen der Farbe ist uns aus dem Test bekannt,
sie liegt bei 80%. Die Wahrscheinlichkeit des vorausgehenden Ereignissebaté der

Farbe xy ist in den Unfall verwickeltO) ergibt sich aus den Marktanteilen der beiden Taxi
Unternehmen. Wenn man nun noch beachtet, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit des
Zeugen bei 20% liegt (wenn er in 80% aller FSlle die Farbe richtig erkermt)kean

man den beiden verbleibenden Ereignisketten leicht die Wahrscheinlichkeiten zuordnen:

¥ Das Unfalltaxi war gr¥n (85%) und wird als blau erkannt (20%)
¥ Das Unfalltaxi war blau (15%) und wird als blau erkannt (80%)

Wie gro§ ist nun aber die Wahrsohi@hkeit dafYr, dass das Unfalltaxi tatsSchlich blau
gewesen ist, wie der Zeuge behauptet? In der Statistik veewavid fYr Berechnungen

mit saggenannten Obedingten WahrscheinlichkeitenO den Satz von Bayes. Dabei wird die
Wahrscheinlichkeit des zu unseichenden Ereignisses (blaues Taxi wird als blau erkannt)
ins VerhSltnis zur Summe der bedingten Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisketten gesetzt
(blaues Taxi wird als blau erkannt und gr¥nes Taxi wird als blau erkannt):

(" L)L) | TS

S R (O Y N (O Y N YUTITgl - Tt 4o e
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ErkiSrung zu den AbkYrzungen:

Tb = Taxi ist blau

Tg = Taxiist grYn

Zb = Zeuge erkennt Taxi als blau

Zg = Zeuge erkennt Taxi aig¥Yn

Die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass das Taxi tatsSchlich blau gewesen ist, liegt also gerade
einmal bei 41%Ein verblYffendes ErgebnBobwohl der Zeuge eine 80%ige Sicherheit bei
der Identifikation von Farben an den Tag legt, liegt die Wahrsatigkelit dafYr, dassr im

Recht ist unterhalb der 50%renze. Was nichts anderes bedeutet, als dass man bessere )
Chancen hat, die Farbe des Unfalltaxis zu ermitteln, wenn man einfach eine MYnze wirfte

Bedauerlicher Taxi-Unfall

0,85 ﬁlﬁ 0,15
‘ 0,20

‘ 0,80

als blau erkannt als blau erkannt

=0,17 =0112

I$&H)=$&,-#).7K,)%)*),.03)*.%)%)($"&)".>*09%)=]

Auch wenn es auf den ersten Blick wie eine Spielerei erscheint, istestdairzdargestellte
Problem sogar im hichsten MaS§e praxisreleantter anderem natYrlich auch fYr dechteO
Ermittlungen oder Gerichtsverfahren, in denen Zeugenaussagen eine Ridie. 5
begegnet uns aber auch ander®m&Smlich Yberall dort, wo bedingte Wahrscheinlichkeiten
nicht richtig wahrgenommen werden. Wie im Falle des -Pagblems wird viel zu hSufig
eine Wahrscheinlichkeit (der Zeuge liegt in 80% aller FSlle richtigekbinterpretiert,

eine andere (nur 15% aller Taxen sind blau) jedoch einfach dausgeblendetO.
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Das Problem taucht etviei fiSchendeckenden HiVestsauf, die aus gutem Grund noch
nirgendwo eingefYhrt wurdeBwar sind die Tests an sich sehr ergebniigsi¢émehr noch

als der Zeuge im Tatall), der Anteil der HIVInfizierten in der BevSlkerung ist jedoéh

zum GIYckDSuSerst gering (sehr viel geringer als der Anteil der blauen Tadxete). diesen
UmstSnden wYrd&Schendeckender Test zu einer so groBlenge an Fehldiagnosen fYhren,
dass er einfach keinen Sinn maBhitotz der hohen GYte des eigentlichen Testverfahrens.

Auch in der TerrotAbwehr spielen bedingte Wahrscheinlichkeiten eine gro8e Rolle. Ein
Beispiel mit Fehlalarmen in spanischen Hotelbe ich vor Jahren mal n8tudierenden
meines SPS&ursesberechnet. In diesem Szenario gab es einen TerrodExpesten,

der sogar mit 95%iger Sicherheit eine echte von einer falS€RAMBombendrohung
unterscheiden konn®@eine wesentlich bessergréfferquoteO als unser Zeuge im Taail.
Trotzdem veranlasst dieser Experte eine YberflYssige EAadklierung nach der anderen.

Warum? NatYrlich deshalb, weil in unserem Szenariodémauch im wahren Leben) auf
einen echtelkTA-Terroristen knappundertAnruferkommen, die eine Bombendrohung nur
so zum Spa§ durchgeben. Echte Drohungen und &SpagdrohungenOsiehezireem sehr
viel krasserenMissverhSitnizueinander, als gr¥ne und blaue TaRend das fYhrt dann
auch bei einesehr hohersicherheit von 95% zu so vielen &false positivesO, dass es auf
Au8enstehende fast wie ein Ratespiel des Experten wirkt.

Nicht richtig wahrgenommene bedingte Wahrschehhkleiten finden wir im Alltag an jeder
Ecke Wer sich fYr die Thematikelgeistern kann, ke sich jaspa8eshalbeginmal darYber
Gedanken machen, welchen Zusammenhang es zwischen diesen StichwsSrtern und dem
Problem der falschen Wahrnehmung von bedingten Wahrscheinlichkeiten geben ksnnte:

4Cold Reading®
AuslISnderkriminalitSt
HoroskopVorhersaga

DNA-Tests vor Gericht
BSEMassentests bei KYhen
GewalttStige Computerspieler
National Terrorism Advisory Level

KK K KKK K
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Aufgabe 1:Herr Vorsicht hat in seiner Wohnung eine neue Alarmanlage einbauen lassen.
Diese ISst im Falle eines Einbruchs mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 Alarm aus. Die
Wabhrscheinlichkeit fYr einen Fehlalarm betrSgt dagegen 0,01. Die Wahrscheinlichkeit,
dass im Wohnviertel von Herrn Vorsicht Yberhaupt eingebrochen wird, liegt bei 0,001

Die Alarmanlage von Herrn Vorsicht hat soeben einen Alarm ausgelSst.

(a) Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit fYr dieses Ereignis?
(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um einen echten Einbruch?

Aufgabe 2:Ein Biologe studiert zwei Kreuzungen, vdanen eine im Mittel bei 25%
aller Versuche, die andere bei lediglich 5% aller Versuche gelingt.

(a) Wie viele geglYckte Versuche sind jeweils bei 12 Versuchen
zu erwarten und wie gro8§ ist die Varianz?

(b) Wie gros§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass besl@zesivenVersuchen jeweils (1)
zwei geglYckte Kreuzungen, (2) mehr als vier geglYckte Kreuzungen und (3) maximal
8 geglYckte Kreuzungen zu beobachten sind?

Aufgabe 3:Die Fu8ballmannschaften des FC Sorge und des Rl Elgelen um den
OberharzCup, wobei ¢ Mannschaft des FC Sor§gpielemit einer Wahrscheinlichkeit
von 0,6 gewinnt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der FC Sorge

(a) hSchstens 3 Spiele gewinnt?

(b) mindestens 3 Spiele gewinnt?
(c) alle Spiele gewinnt?
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LSsung zu Aufgabe 1:
(a) Wie gro§ istlie Wahrscheinlichkeit fYr die AuslSsung der Alarmanlage?

Zu berechnen ist hier sowohl die Wahrscheinlichkeit fYr die AuslSsung der Alarmanlage bei
einem echten Einbruch (Einbruchswahrscheinlichkeit: 0,001; Austdsrheit 0,9) sowie

die Wahrscheinlickeit fYr einen Fehlalarm (das KomplementSrereignis des Einbruchs in
Kombination mit der FehlauslSsewahrscheinlichkeit). Beide Wahrscheinlichkeiten sind
nach demAdditionssatz fYr zwei stochastisch unabhSngige Ereignissédieren:

rgryyrnmayrwayr gmrorrnyr e rrion) ! rng
Die Wahrscheinlichkeit fYr das Ausl3sen der Alarmanlage liegt demnad;08éh
(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um einen echten Einbruch?

Zur L3sung dieser Aufgabe wird erneutf denSatz von BayesurYckgegriffen:

e ront

L/ g et

Die Wahrscheinlichkeit fYr einen echten Einbruch liegt demnach,282% Dieses

Ergebnis verdeutlichibebenso wie das Ta®roblemberneut die Relevanz bedingter
Wabhrscheinlichkeiten fYr die Wahrnehmung von AlltagsphSnomenen. Da die Alarmanlage
selbst sehr sicher ist (Ausl&seherheit90%, Fehlalarmwahrscheinlichkeit 1%), wYrden viele
Menschen die Wahrscheinlichkeit eines echten Einbruchs im Falle einer Alarmausiébung
viel hher als gerade einmal 8,28fischStzen. Dies liegt daralass das Su§erst geringe
Einbruchsrisiko von 0,1% einfach dausgeblendetO wird.

LSsung zu Aufgabe 2:Bei der beschriebenen Verteiluhgndelt es sich um eine
Binomialverteilung Diese st durch die folgenden drei Eigenschaften gekennzeichnet:

l. Es existieren nur zwei msgliche AusprSgungen, d.h. die Verteilung ist diskret.
. Die Erfolgs/MisserfolgsWahrscheinlichkeiten sind konstant und Sndern sich
auch bei der Wiederholung von Versuchechni
[I. Die einzelnen Versuche sind nicht voneinarat#iSngigd.h. es handelt sich
um ein sogenanntes Modell mit ZurYcklegen (MMZ).

Ein klassisches Binomialverteilungsbeispiel ist der MYnzwurf: Es existieren nur zwei

m3gliche AusprSgungen (Kopf oder Zafu)e Wahrscheinlichkeiten fYr Kopf oder Zahl (0,5)
Sndern sich auch bei wiederholten MYnzwYrfen nicht (vorausgesetzt, es handelt sich um eine
sogenannt®faireO MYnze) und die einzelnen MYnzwYrfe sind nicht voneinander abhSngig.

Als Hilfsmittel sind beiderartigen Aufgaben Yblicherweise zwei Verteilungstabellen zulSssig:
Eine fYr die WahrscheinlichkeitsfunktiofY ¢ dieRealisatiorgenaueiner Zufallsvariablen)

und eine fYr die Verteilungsfunktiof¥¢ dieWahrscheinlichkeit bis zu einer bestimmten
Ausprgung). Auf beide Tabellen wird nachfolgend zurYckgegriffen. Wer die Tabellen

nicht vorliegen hat, findet sie auf zahlreichen Webseitédrorm von PDFDownloads.
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(a) Wie viele geglYckte Versuche sind jeweils bei 12 Versuchen zu erwarten und
wie gros§ is die Varianz?

Hier ist sowohl nach deBrwartungswerals auch nach défarianzgefragt.

Berechnung des Erwartungswettg! ) ! I I'!
Berechnung der Variang# (X)! I =1 1111 11

Gegeben sind

n = Anzahl der Versuche (hier: 12)
p = ErfolgsWahrscheinlichkeit (hier: 0,25 fYr Versuch 1 und 0,05 fYr Versuch 2)

Berechnungen fYr Versuch 1:

L@yt riRst
()L LI ey

Berechnungen fYr Versuch 2:

ECH)! morrnr ool
Mg ) 20 e ey

Bei 12 Versuchen pro Versuchstyp sind fYr den ersten VeBsgeblYckte Versuchmit
einerVarianz von 2,25 Versuchemd fYr den zweiten Versu€hb ceglYckte Versuche
mit einerVarianz von 0,57 Versucheu erwarten.

(b) Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass besliRzessiveVersuchen jeweils (1) zwei
geglYckte Kreuzungen, (2) mehr als vier geglYckte Kreuzungen und (3) maximal 8 geglYckte
Kreuzungen zu beobachten sind?

(1) Genau zwei geglYckte Kreuzungen > RYckgriff aufMa@rscheinlichkeitsfunktion

Gegeben sind:

n=10
X=2
p1= 0,25
p2 = 0,05

Das Ergebnis ISsst sich aus der Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfunktion ablesen:

Versuch 1: I" (1 /V 1yt am (/M 1o )1 1I"gEg
Versuch 2: 1" (1 /0ty =1" (/" )yr 1n4s

Zum Ablesen muss man iten meisten Tabellen zunSchst den Wert fYr n in der linken Spalte
suchen (10), anschlie§8end sucht man den Wert fYr x (2) in dée Spznts daneben. Hat man
erstdie richtige Zeile gefunden, sucht man in der oberen Spalte nach dem Wert fYr p (0,25)
und findet im Schnittpunkt dieser Spalte und der zuvor gefundenen Zeile den Ergebniswert
(0,2816). Ist die Wahrscheinlichkeit (p) gr§&ds 0,5, muss das Ergebnis Yber eine Kom
plementSrrechnung gefunden werden, die Yblicherweise in der Tabelle angegeben ist.
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(2) Mehr als vier geglYckte Kreuzungen > RYckgriff auMgigeilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion liefert dewert fYr diewahrscheinlichkeit bis zu einer bestimmten
AusprSgung, d.h. bei x=4 erhSIt man die Wahrscheinlichkeit dafYr, dadsSebstienvier
geglYckten Kreuzungen kommt. Gesucht ist hier aber die Wahrscheinlichkeit fYr mehr als vier
geglYckte Kreuzungen. Diesgechnet man, indem man zunSchst die Wahrscheinlichkeit fYr
hichstensier geglYckte Kreuzungen berechnet und anschlie§end durch Subtraktion von 1
das KomplementSrereignis bildet.

Gegeben sind:
n=10

Xx=4

P1= 0,25

p2= 0,05

Versuch 1: " (1/0rpy v (/g yr pumgh 1o b PIgh 1 TI'Eg
Versuch 2: 1" (L/t 1yt 4/ sy rone o rorrraneporne

(3) H3chstens acht geglYckte Kreuzungen > RYckgriff avfelieilungsfunktion

Im Gegensatz zu (2) wird hier auf derechnung des KomplementSrereignisses verzichtet.
Gegeben sind:

n=10

Xx=8

p1=0,25

p2= 0,05

Versuch1: ! (11 1)L 1" (L/110) 0 1m (o/imnyn i
Versuch2: 1 (11 1)1 1" (1/L1) 1 o/ yn

LSsung zu Aufgabe 3:
(a) Wahrschinlichkeit fYr den FC Sorge, hichstens 3 Spiele zu gewinnen.
Da die Wahrscheinlichkeit hier gri§er als 0,5 ausfSllt, gilt fYr den gesuchten Wert

die komplementSre Beziehungy: (! /1 1)1 11 FBIL L 1L 1 /L1L L VL FYr
die Ermittlung des Ergebnississ auf dieVerteilungsfunktiorzurYckzugreifen.

Gegeben sind:

n=>5

x=3

p=0,6

L (2 B T T (s 2 T O A O > Y (A2 O | T O 1 O T

Die Wahrscheinlichkeit, dass der FC Sorge hSchstens 3 Spiele gewinnt, li66t3%i
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(b) Wahrscheinlichkeit fYr den FC Sorge, mindestens 3 Spiele zu gewinnen.

FYr diese Aufgabe ist erneut auf die Verteilungsfunktion zurYckzugr@demach
mindestens 3 gewonnenen Spielen gefragt wird, die Verteilungsfunktion aber das
ahsSchstens@rgebnis liefe, ist das gleichzeitig eintretende Ereignis (es werden
hSchstens 2 Spiele verloren, mit x = 2 und p = 0,4) zu berechnen.

Gegeben sind:

n=>5

X=2

p=0,4

Mo /nt)yrr /iy

Die Wahrscheinlichkeit, dass der FC Sorge mindestens 3 Spiele gewinnt, li6gi2&8io
(c) Wahrscheinlichkeit fYr den FC Sorge, sSmtliche 5 Spiele zu gewinnen.

Hier kann der Einfachheit halber mit ddultiplikationspfadregegerechnet werden,

da es nur einen Pfad im Pfaddiagramm gibt, auf dem der FC Sorge alle Spiele gewinnt.
Dieser berechnet sich wie folgt:

T I T T I T O I T I N T
Die Wahrscheinlichkeit, dass der FC Sorge alle Spiele gewiagt,demnach béi,7%

Alternativ kann auch mit déahrscheinlichkeitsfunktiofnicht mit der Verteilungsfunktion,

da ein bestimmtes Ereignis gefragt ist) gerechnet werden. Da jedoch eine Wahrscheinlichkeit
gr38er 0,5 vorliegt, mYsste jedoch noch eindeveiUmrechnung vorgenommen werden.

Diesen zusStzlichen Rechenschritt kann man sich somit durch das Ausweichen auf die
Multiplikationspfadregel ersparen.
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Aufgabe 1:In einer Kiste befinden sichsY8e und 4 bittere Apfelsinen, wobei der
Unterschied zwischen beiden Sorten visuell nicht zu erkennen ist. Es werden nun
nacheinander 5 Apfelsinen entnommen, so dass 4 in der Kiste zurYckbleiben.

Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit

(a) 3 bittere und 2 sY§e
(b) 4 bittere und 1 sY8§e,
(c) mindestens 1 bittere
(d) odermindestens 1 sY8e Apfelsine zu entnehmen?

Wie lauten die Erfahrungswerte und Varianzen fYr sY§ und bitter?

Aufgabe 2:Untersuchungen in einer Telefonzentrale ergaben, dass die dort pro Minute
eingehendeinrufe mit 2,5 GesprSchen pro Minute poissonverteilt sind. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit, dass in einer bestimmten Minute

(a) gar kein Anruf erfolgt,
(b) hSchstes zwei Anrufe erfolgen
(c) oder mindestens ein Anruf erfolgt?

Aufgabe 3:Zum Wernigersder Rathauest bietet ein BSckermeister ein ORathausbrotO an

und schlies8t sich zur Steigerung des Verkaufserfolgs mit einem Gastronomen zusammen. Mit
dem Kauf eines Brotdsatjeder Kunde die Chance, ein FrYhstYck im bekarRéstaurant
OHarzhofO zu gewinnen. Gevensind dabei diejenigen Kunden, deren Brot auf der Unter

seite mit einer bestimmten Markierung versehen ist. Jeweils eines von 50 Broten weist diese
Gewinnmarkierung auf. Am Nachmittag des ersten Verkaufstages liegen noch genau 100
Brote im Regal des BSekmeisters. Ein Kunde setzt auf sein GIYck und wShit zufSllig 5

Brote aus. Wie gro§ ist nun die Wahrscheinlichkeit,

(a) kein Fr¥hstYck zu gewinnen,

(b) genau ein FrYhstYck zu gewinnen
(c) oder mindestens ein FrYhstYck zu gewinnen?
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LSsung zu Aufgabe 1:In dieser Au@abe ist mit einehypergeometrischen Verteiluzg
rechnen. Derartige Verteilungen zeichnen sich durch folgende drei Eigenschaften aus:

l. Es existieren nur zwei msgliche AusprSgungen, d.h. die Verteilung ist diskret.

. Es handelt sich um ein Modell ohne Zckiégen (MOZ), d.h. die einzelnen
Versuche beeinflussen sich gegenseitig, da die Wahrscheinlichkeiten eines
Versuchs vom jeweilsorangegangenen Versuch abhSngen (z.B. Lotto).

I1. Es gilt die folgende Approximationsregel: Wenn der Umfang der Stichprobe
im VerhSltnis zum Umfang der Grundgesamtheit sehr klein ist, darf in die
Binomialverteilung approximiert werden (deli! ! 11" ).

Wie fYr die Binomialverteilung existiert auch fYr die hypergeometrische Verteilung eine
Tabelle mit den Ergebniswerten der Wahrschehkeitsfunktion sowie eine Tabelle mit
den Ergebniswerten d&ferteilungsfunktion Beide Tabellen werden fYr die nachfolgenden
AufgabenlSsungen benstigt und lassen sich bei Nichtvorliegen im Internet finden.

Bevor man mit der L§sung von Aufgatieil (8 beginnt, mussioch geprYfiverden, ob sich

die hypergeometrische Verteilung eventuell in eine Binomialverteilung approximieren ISsst,
mit der sich einfacher (aber ungenauer) rechnen lie§e. Der Umstand, dass eine &StichprobeO
von 5 Apfelsinen aus einer Grdgesamtheit von gerade einmal 9 Apfelsinen bereits einen

sehr gro8en Teil der Grundgesamtheit abdeckt, spricht gegen eine solche Approximation.
Dieser Eindruck bestStigt sich bei der reatischen PrYfung der Approxitiemsregel:

:—! !:—!! L™ I Es kann nicht approximiert werden.

(a) Wahrscheinlichkeit fYr die Entnahme von 3 bitteren und 2 sY8en Apfelsinen.

Hier ist auf die tabellierté®Vahrscheinlichkeitsfunktioder hypergeometrischen
Verteilung zurYckzugreifen, da nach genau einem Wert gefed)

Gegeben sind:

N =9 (Grundgesamtheit)

M =4 (Anzahl der &richtigenO Elemente insgesaist;4, da 4 bittere Apfelsinen)
n=5 (Stichprobengrsge)

x = 3 (Anzahl der arichtigenO Elemente in der Stichprobe)

Aus der tabellierten Wahrscheinlichkeitaktion 1Ssst sich entnehmen:
mogrrrranyr o /rrnnny rorntgg

Alternativ kann der gesuchte Wert natYrlich auch manuell berechnet werden. Dies geschieht
mit Hilfe der Formel fYr die Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung:

N (EERIRIDY %
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Die Wahrscheinlichkeit fYr die Entnahme von 3 bitteren und 2 sY8en Apfelsinen
liegt somit beiB1,75%

(b) Wahrscheinlichkeit fYr die Entnahmen 4 bitteren und 1 sY8en Apfelsine.

Auch hierist auf die Tabelle daahrscheinlichkeitsfunktioder hypergeometrischen
Verteilung zurYckzugreifen, da nach genau einer Wertkombination gefragt wird.

Gegeben sind:

N=9
M=4
n
X

5

4 (hier: 4 bittee Apfelsinen, alle anderen Werte bleiben gleich)
Aus der tabellierten Wahrscheinlichkeitsfunktion ergibt sich:
re@rrrryr /ey r oltE$

Auch dieser Wert Iés_lst sich natYrlich mit der oben genannten Formel beré&xbnen.
Wahrscheinlichkeit fYr die Entnahme von 4 bitteren und einer sY8en Apfelsine liegt
damit bei3,97%

(c) Wahrscheinlichkeit fYr diéntnahme von mindestens einer bitteren Apfelsine.

Hier verwendet man nun die tabelliexerteilungsfunktionda nach einem Bereich von
Werten (1,2,3,4 oder 5 bittere Apfelsinen) gefragt wird. Dieser Wert ISsst sich allerdings
nicht direkt aus der Talelablesen, da diese sozusagen die Werte fYr dh3chstensO enthSlt,
die Aufgabenstellung jedoch nach &mindestensO fragt. Aus diesem Grund berechnet man
dasParallelereignisDieses ist in der vorliegenden Aufgabe wie falgtdefinieren

Es werden h3chstis 4 sY8e Apfelsinen gezogen.

Gegeben sind:

N =9 (der Umfang der Grundgesamtheit bleibt natYrlich gleich)

M =5 (da nun nach den sY8en Apfelsinen gefragt wird)

n=>5 (auch der Stichprobenumfang Sndert sich nicht) i

x =4 (wird mindestens 1 bittere gezog&nmmen hSchstens 4 sY8e in die Stichprobe)

Der Tabelle fYr die hypergeometrische Verteilung ISsst sich nun entnehmen:
Megrrry e (r/os) L rnmg

Alternativ ist hier (neben der direkten Rechnung mit der Formel der Verteilungsfunktion der

hypergeometrischen Verteilung) noch folgender LSsungsweg gangbar: Da das komplementSre

Ereignis zu amindestens eine bigtéxpfelsineO agar keine bittere ApfelsineO ist, kann dieser
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!
Einzelpfad im Pfaddiagramm berechnet und das Ergebnis von 1 subtrahiert werden, um die
Wahrscheinlichkeit fYr die Ziehung von hichstens 4 sY8en Apfelsinen zu errechnen.

! ! 3, ! ! 1 " n "

ORI I B e A B L B R T R NI

Die Wahrscheinlichkeit fYr die Entnahme von mindestens einer bitteren Apfelsine liegt
demnach be®9,2%

Bei der Aufstellung dieser Kalkulatidst zu berYcksichtigen, dass es sich um ein Modell
ohne ZurYklegen handelt, weshalb sich die Wahrscheinlichkeit fYr das Zeghéeiner
bitteren Apfelsine Zug um ZugerSndertLiegen sie beim ersten Griff in die Kiste noch

bei 5/9, da sich unter den 9 vorhandenen Apfelsinen 5 sY8&e befinden, so liegt die
Wahrscleinlichkeit, nach der Ziehung von 4 sY8en Apfelsinen mit dem letzten Griff in

die Kiste dienochletzte verbleibende sY8e Apfelsine zu erhaschen, lediglich noch bei 1/5.

(d) Wahrscheinlichkeit fYr die Entnahme von mindestens einer sY8en Apfelsine.

Hier handelt es sich im Prinzip um die gleiche Aufgabe wie in (c), weshalb auch hier wieder
auf die Tabelle deverteilungsfunktiorzurYckgegriffen wird. Analogu (c) ist zunSchst das
Parallelereignigiin bitteren ApfelsinenO zu bestimmen, welches mit denfraggtgn Ereignis

ain sY8en ApfelsinenO einhergeht. Wenn bei fYnf Griffen in die Kiste mindestens eine sY8§e
Apfelsine gezogen werden soll, kSnnen hSchstens vier bittere Apfelsinen gezogen werden.

Das Ereignis lautet als&s werden hSchstens 4 bittere Alsinen gezogen.
Gegeben si

N=9

M=4
n=>5
X=4
Der Tabelle fYr die hypergeometrische Verteilung ist zu entnehmen:

Mo/ Yy FH(Q /M4yl

Die Wahrscheinlichkeit fYr die Ziehung von mindestens einer sY8en Apfelsine liegt also bei
100% Dieses Ergebnis Yberrascht wenig und hStte auch logisch hergeleitet werden kSnnen:
Wenn sich nur vier bittere Apfelsinen in der Kiste befinden, man aber fYnfmal zieht (ohne
ZurYcklegen) muss zwangslSufig mindestens eine sY8e Apfelsine gezogen werden.

(e) Berechnen Sie die Erwartungswerte und die Varianzen fYr sY8e und bittere Apfelsinen.

Der Erwartungswereiner hypergeometrischen Verteilung berechnet sich wie folgt:

LX) ! !!'I—
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Die Varianzeiner hypergeometrischen Verteilung berechnet sich wie folgt:

"¢ (1)1 !!'I—!'I' | —

Wir berechnen zunSchst Erwartungswert und Varianz fYr die sY8en Apfelsinen (5 von 9).

Fe)! !!i—! 21

) I - Lo )
OO e R L L HS%

Anschlie8end werden Erwartungswert und Varianz fYr bittere Apfelsinen berechnet (4 von 9).

L)Y !!i—! L

"¢ (1) ! !!i—!'!—!ﬁ! !!i—!i—!i—! I 1"%#$%

L3sung zu Aufgabe 2:Auch fYr die PoisseNerteilung @ie auch al¥/erteilung seltener
Ereignissebezeichnet wird) existieren Tabellen fYr die Wahrscheinlichkeitsfunktion und
die Verteilungsfunktion. Beide Tabellen werden nachfolgend benstigt.

(a) Wahrscheinlickeit dafYr, dass gar kein Anruf erfolgt.

Da nach einem bestimmten Wert (0O Anrufe) gefragt wird, greifen wir hier auf die
Wahrscheinlichke#tfunktionzurYck. Gegeben sind die beiden folgenden Werte:

K= 2,5 (Erwartungswert)
x = 0 (gesuchter Wert fYr ®in diesem Fall 0 Anrufe)

Aus der Tabelle fYr die Poissdferteilung ergibt sich:
g (/) (/1) rngg
(b) Wahrscheinlichkeit dafYr, dass h3chstens zwei Anrufe erfolgen.
Im Gegenst& zu Aufgabenteil (a) wird hier nicht nach einem bestimmten Wert (genau O

Anrufe), sondern nach einer éhéchsteAg_@abe (hSchstens 2 Anrufe) gefragt, weshalb
auf die Tabelle deverteilungsfunktioreurYckzugreifen ist. Gegeben sind dabei:

M= 2,5 (Erwatungswert)
x = 2 (Gesuchter Bereichswert fYrEX{n diesem Fall hichstens 2 Anrufe)

Aus der Tabelle fYr die Poissdferteilung ergibt sich:

gL (L)L (/TN LIS
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(c) Wahrscheinlichkeit dafYr, dass mindestens ein Anruf erfolgt.

Hier wird analog zu Aufgabenteil (b) nicht nach einem bestimmten Wert (genau 0 Anrufe),
sondern nach einen dh3chsteBs2ug gefragbformuliert allerdings in einer &mindestensO
Beziehung, die zunSchst noch umgestellt werden muss. Dazu folgende tberlegung: Das
KomplementSrereignis von dmindestens ein AnrufO lautet gar kein AnrufO. Berechnet
man dieses und zieht das Ergebnis Y@, erhSlt man die L3sung fYr Aufgabe (c).

Da wir nunalsodas KomplementSrereignis suchenwitder nach einerganz

bestimmten We (genau 0 Anrufe) gefragt. Exakt diesen Wert hatten wir jedoch in
Aufgabenteil (a) bereits ermitteltdie Wahrscheinlichkeit fYr gar keinen Anruf liegt

bei 0,0821 oder 8,21%. Subtrahiert man diesen Wert nun von 1, erhSlt man 0,9179 und
damit die LSsug fYr diesen Aufgabenteil. Die Wahrscheinlichkeit, dass wShrend einer
bestimmten Minute mindestens 1 Anarfolgt, liegt also be®1,79%

L3sung zu Aufgabe 3:Hier handelt es sich erkennbar um ein Modell ohne ZurYcklegen (die
einmal verkauften Brote steh nicht erneut zur Auswahl) und damit einypergeometrische
Verteilung ZunSchst ist daher zu YberprYfen, ob die Verteilung in eine Binomialverteilung
approximiert werden kann. Die Bedingung fYr eine solche Approximation lautet:

=L —1 11" 1 Eine Approximation in die Binomialverteilung ist msglich.

I"#$%%E&' ()" % 1™ !
=

Der p-Wert fYr die Bionomialverteilung berechnet S|ch—als

(a) Wahrscheinlichkeit dafYr, gar kein FrYhstYck zu gewinnen.

Da hier naclgenau einem Wert (0 Gewinne) gefragt wird, greifen wir nachfolgend
auf die Tabelle dewahrscheinlichkeitsfunktioder Binomialverteilung zurYck.

Gegeben sind:

n=>5

x=0

p =0,02 (entspricht wie oben gezeigt dem M/N der hypergeometrischen Verteilung)
Aus der entsprechenden Tabelle ISsst sich nun ablesen:

Mo/t )y Lo /rremyrorng

Die Wahrscheinlichkeit, kein Fr¥hstYck zwgeen, liegt demnach b8D,3%

(b) Wahrscheinlichkeit dafYr, genau ein Fr¥hstYck zu gewinnen.

Da wir zuvor in die Binomialverteilung approximiert haben, bleiben wir auch in dieser

und greifen auch weiterhin auf die Tabelle WéahrscheinlichkeitsfunktioaurYck, da
analog zu Aufgabenteil (a) nach genau einem Wert (genau ein Gewinn) gefragt wird).
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Gegeben sind:

n=>5

x=1

p=0,02

Aus der entsprechenden THbdSsst sich nun ablesen:

Mo/t Iyt FBE /N )L LI

Die Wahrscheinlichkeit, genau ein FrYhstYck amiigeen, liegt demnach b8i22%

(c) Wahrscheinlichkeit dafYr, mindestens ein FrYhstYck zu gewinnen.

Der einfachst&Veg zurLSsung dieses Aufgabenteils bestehtierBerechnung des
KomplementSrereignisses (der Wahrscheinlichkeit dafYr, gar kein FrYhstYck zu gewinnen)
und die Subtraktion dieser Wahrscheinlichkeit von 1. Da diese Wahrscheinlichkeit bereits
in Aufgabenteil (a) berechnet wurde (0,9030), kSnnen wiaemweiterrechnen:

Propnmgs 1 g

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens ein FrYhstYcgeavinnen, liegt also b8i7%
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Aufgabe 1: An einem gewshnlichen Sonntag sind an einer WernigerSder Tankstelle
zwischen 7:30 und 800Uhr im Durchschnitt 2 Kunden zu bedienen. Wie gro8§ ist die
Wahrscheinlichkeit, dass wShrend dieser Zeitspanne 3 Kunden zu bedienen sind?

Aufgabe 2:Ein SchmuckgeschStt fYhrt eine gefragte Markenarmbanduhr und hat von dieser
15 Exemplare auf Lager. EineHler bietet dem Besitzer des SchmuckgeschSfts FSIschungen
zu einem gYnstigen Preis an, von denen der Juwelier 5 erwirbt und zufSllig mit den echten
Markenuhren vermischt.

Ein Kunde kauft genau 5 Uhren. Wie gro8 ist nun die Wahrscheinlichkeit

(a) dass er nuDriginale erhSit? 5
(b) dass er mindestens 2 FSlschungen erhSIt?

Aufgabe 3:Reederei A stellt bei einer Untersuchung fest, dass lediglich 50 der 500
Frachtschiffe im Besitz der Reederei voll ausgelastet fahren.

(a) Wie lautet der Anteilswert der voll ausgelastekeachtschiffe?
(b) Wie viel voll ausgelastete Frachtschiffe wYrde man bei einer Stichprobe im
Umfang n=10 und bei einer Ziehung ohne ZurYcklegen zu finden erwarten?

Reederei A wird von der grs8eren Reederei B aufgekauft, die nun insgesamt 2.000
Schiffe begzt. Vor der tbernahme waren 350 Schiffe von Reederei B voll ausgelastet.

(c) Wie viel Prozent der Frachtflotte sind nach der Tbernahme voll ausgelastet?

(d) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei einer zufSlligen Auswahl
(ohne ZurYcklegen) von 10 $ifan hichstens 8 unterausgelastete Schiffe erhSit?

(e) Wie viel voll ausgelastete Frachtschiffe singéichstensn einer Stichprobe im
Umfang von n=10 mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,95 enthalten?

(f) Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit dafYr, in einer Stiobprvon n=20
Frachtschiffen mindestens 6 und hSchstens 11 voll ausgelastete Frachtschiffe zu
finden?

(9) Im Durchschnitt laufen am Tag 2 Frachtschiffe der Reederei im Hamburger Hafen ein.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass an einem beliebigemneFagls 3
Frachtschiffe der Reederei einlaufen.

Aufgabe 4:Dass derzeit am hSufigsten bei Zahnf\"(llungenvverwendete Material ist nach wie
vor Amalgam. Es befindet sich in 96% aller plombierten ZShne. Die verbleibenden 4% sind
dagegen mit Gold plombiert.

(a) In einem BYro mit 25 Angestellten werden 6 Personen auf ZahnfYllungen untersucht.
Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass 5 Angestellte eine AmalgamfYllung besitzen
Pgesetzt den Fall, dass jeder der Angestellten Yber eine Zahnplombe verfYgt?

(b) Welche Veteilung wSre zu wShlen, wenn diese Untersuchung bei einer Stichprobe
von 5 Personen in einem Betrieb mit insgesamt 150 Angestellten durchgefYhrt wYrde?

(c) Wie hoch ist bei einer Untersuchung von 120 plombierten Personen die
Wahrscheinlichkeit, dass genau #$emen eine GoldfYllung besitzen?
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LSsung zu Aufgabe 1:Beidieser Aufgabe liegt eine typiscReissorVerteilungvor, da die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses zu einem ganz bestimmten Zeitpunkt
Su§erst gering ist. Der Erwartungswert f&m etrachteten Zeitraum liegt bei 2 (Kunden),
gesucht ist nun also die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass die Zufallsvatigele Wert3
annimmt. Das Ergebnis findet sich in der TabelleWahrscheinlichkeitsfunktian

NOREDENGIDESEE S

Die Wahrscheinlichkeit daf\"(r,vdass an einem Montag zwischen 7:30 und 8:00 Uhr drei
Kunden zu bediean sind, betrSgt demnat8,04%

L3sung zu Aufgabe 2:Da ein Modell ohne ZurYcklegen vorliegt (eine einmal verkaufte Uhr
steht mcht erneut zur Auswabhl), rechnen wir hier mit dgpergeometrischen Verteilung

(a) Wahrscheinlichkeit dafYr, nur Originale zu kaufen.

Da hier nach einem bestimmten Wert (genau 5 Originale) gefragt wird, ist auf die
Wahrscheinlichkeitsfunktioder hypegeometrischen Verteilung zurYckzugreifen.

Gegeben sind:

N =20
M =15
n=5
x=5

Wegen der gro8en Grundgesamtheit von N=20 findet sich das Ergebnis in den meisten
Tabellen nicht mehr und ist daher manuell mit Hilfe der folgenden Formel zu berechnen:

(!! H !!!!!!!!

e/ sy

I Mmoo

s/ ) M T ML
1

Die Wahrscheinlichkeit fYr den ausschlie§lichen Kauf von Originalen liegt ald® [36%
(b) Wahrscheinlichkeit dafYr, mindestensez®WwSIschungen zu kaufen.

Im Gegensatz zu Aufgabenteil (a) ISsst sich dieser Aufgabenteil nicht mehr mit der
Wahrscheinlichkeitsfunktion, sondern nur mit ¥@rteilungsfunktioriSsen. Zuvor muss
allerdings die dmindestef®rmulierungO des Aufgabentextesh in eine dh3chstens
FormulierungO umgewandelt werden: Wenn mindestens zwei FSIschungen gekauft
werden, werden hSchstens drei Originale gekauft.

Gegeben sind:

M =15
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n=5
Xx=3

Auch hier muss wegen der gro§en Grundgesamtheit auf die FounYakgegriffen werden:

P ) Z():%

"1 15,

e i—(!;)! Pl”! LIRS

Die Wahrscheinlichkeit fYr den Kauf mindestens zweier FSIschungen liegt aB§aséi

LSsung zu Aufgabe 3:Die Aufgabenstellung weist bereits darauf hin, dass hier ein Modell
ohne ZurYcklegen vorliegt. Es ist also mit kgpergeometrischen Verteiluzg rechnen.

(a) Berechnung des Anteilswertes der voll ausgelasteten Frachtschiffe:

Vor der Fusion wareth0%der Frachtschiffe von Reederei A voll ausgelastet.

(b) Berechnung deBrwartungswedder hypergeometrischen Verteilung:

NGRS

Bei einer Ziehung von zehn Schiffen & voll ausgelastese-rachtschiftu erwarten.

(c) Anteil der voll ausgelasteten Frachtschiffe nach der Fusion:

Nach der Fusion sinBl0%der Frachtschiffe der neuen Reederei voll ausgelastet.

(d) Wahrscheinlichkeit, bei einer Auswahl vo@ $chiffen hSchstens 8 nicht voll
ausgelastete Schiffe zu finden.

Hier ist zunSchst zorYfen ob eine Approximation in die Binomialverteilung m3glich ist.

T Eine Approximation ist zulSssig.

Das pder Binomialverteilungerrechnesich n diesem Falle al$'— P
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FYr die LSsung dieser Aufgabe ist neben p auch g als Gegenwert erforderlich, da ein &ErfolgO
in diesem Fall kein ausgelastetes, sondern ein nicht ausgelastetessS&sffilt daher:

rrrr e rr e
g wird nachfolgend analog zu p verwendet.
Gegeben sind demnach:

n=10
X=8
p=0,8(q)

Die L8sung kann nun der Tabelle fYr die Verteilungsfunktion (&hschstensO) der
Binomialverteilung entnommen werden. Da f,5 ist,ist allerdingsnochdie
Umbildungsvorschrifzu beachten

Gy N R N (NN VR IR D R N N (R I WIS
N VAR DERN T S

Die Wahrscheinlichkeit, in einer zufSlligen Auswahl von 8 Schiffen (nach der Fusion)
hSchstens 8 nicht vbausgelastete Schiffe zinélen, liegt demnach béR,42%

(e) Wie viel voll ausgelastete Frachtschiffe sind mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,95 hSchstens in einer Stichprobe des Umfargd® zu erwarten?

Gegeben sind:

n=10

p =0,2 (dieser Aufglenteil fragt wieder nach voll ausgelasteten Frachtschiffen)
FB=0,95

Nun bildet man die Rechenvorschrift fYr terteilungsfunktiorder Binomialverteilung:

reg/rsyy e /ey

tber die Tabelle I'Ssst sich fYr x der Wert 3 ermitteln (Geéxwird die Wahrscheinlichkeit
von 0,95 bereits Yberschritten). Bei der gegebenen Wahrscheinlichkeit sind demnach
hSchstens 3 voll ausgelastet@éhtschiffein einer Stichprobe s 10 zu erwarten.

(f) Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe von n=20 Frachtschiffen mindestens 6 und
hSchstens 11 voll ausgelastete Schiffe zu finden.

Diese Fragestellung liefert uns den komplexesten Teil der gesamfigabe. Das Problem

besteht darin, dass sich die Wahrscheinlichkeit nicht direkt berechnen, sondern nur Yber eine
Subtraktion ermitteln ISsdbie nachfolgende Abbildung illustriert die Vorgehensweise.
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f(x)

ZunSchst wird die Wahrscheinlichkeit dafYr benethdass sich in einer Stichprobe des
Umfangs = 20 hSchstens 11 voll ausgelastete Frachtschiffe befinden (Integral unter der
Verteilungskurve bis zum Punkt b). Anschlie§end wird die Wahrscheinlichkeit dafYr
berechnet, dassch in einer Stichprobe desnfangs n= 20 hSchstens 5 voll ausgelastete
Frachtschiffe befinden (Integral unter der Verteilungskurve bis zum Punkt a). Zieht man
nundie zweite errechnete FISche von der ersten errechneten FISche ab, bleibt exakt die
azwischenflScheO Ybrig, die fYrBantwortung der Fragestellung benstigt wird.

Wir berechnen also zunSchdt ! !l ! und subtrahieren danri! ! !'! (entsprechend
L1t 11, dadie 6 ja im Feld vorkommen soll (@mindestens 6 voll ausgelastete
FrachtschiffeO)). Demnach giit¢! ' ' ! )y ¢ iy e

Gegeben sind:

X1=5
X =11
n=20
p=0,2

Aus der Tabelle fYr di¢erteilungsfunktiorder Binomialverteilung (in dienanbei der
vorliegenden Grs8e von Stichprobe und Grundgesandpeitoximieren kann}Ssst
sich nun ablesen:

", /ml) L B/ ) LIS
/UYL  y
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Die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe voa 80 Frachtschiffen mindestens 6
und hSchstens 11 voll ausgelastete Schiffe zuefidlegt demnach bé&9,57%
(9) Wahrscheinlichkeit fYr das Einlaufen von mehr als 3 Frachtschiffen an einem Tag.

Bei diesem Aufgabenteil ist analog zu Aufgabe (1) mitRi@ssorVerteilungzu rechnen,
da es sich offensichtlich um seltene Ereignissedelt.

Gegeben sind:

H=2
X=3

Zu berechnen ist das KomplementSrereignis,!d.h! 1T 1 11:
=" /1)t v rngg 1L 'g$  (abzulesen in der Verteilungsfunktion)
Die Wahrscheinlichkeit auf das Einlaufen von mehr als 3 Schiffen liegt aldd [268%

L3sung zu Aufgabe 4:Hier ist zunSchst festzustellen, dass ein Modell ohne ZurYcklegen
(jeder Angestellte wird maximal einmal untersucht) und damitleypergeometrische

Verteilungvorliegt.

(a) Wahrscheinlichkeit dafYr, dass 5 von 6 Angestellten eine AmalgamfYllung besitzen.

Stichprobengrs8e und Grs8e der Grundgesamtheit lassen eine Approximation in die
Bionomialverteilung nicht zu, weshalb mit d&ahrscheinlichkeitsfunktioder
hypergeometrischen Verteilung gerechnet werden muss.

Gegeben sind:

25
24

N =
M=
n=
X =

6
5

(!!)! !!!!!!!!

ey %' re

@/ tnlt )1

Die Wahrscheinlichkeit, dass 5 der 6 untersuchten Angestellten eine AmalgamfYllung
besitzenliegt demnach b&l4%
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(b) Welche Verteilag wSre zu wShlen, wenn die Untersuchung bei einer Stichprobe
von 5 Personen in einem Betrieb mit 150 Angestellten durchgefYhrt wYrde?

Auch in diesem Fall liegt natYrlich eihgpergeometrische Verteilungr, aus der heraus
aber eventuell in die Binomigerteilung approximiert werden kann. Dies ist zu prYfen:

— I Eine Approximation in die Binomialverteilung ist msglich.

Der pWert dieser Verteilung betrSgt:! % P

(c) Wahrscheinlichkeit dafYr, dass 7 von 120 Personen eine GoldfYllung besitzen.

Da GoldfYllungen im Kontext dieser Aufgabenstellung offenkundig sehr selten
sind, kann mit dePoissonrVerteilung(fYr seltene Ereignisse) gerechnet warde

Gegeben sind:

n=4,8 0,04 *120)
X=7

Alternativ zum Ablesen aus einer Tabelle der Wahrscheinlichkeitsfunktion fYr die Poisson
Verteilung (die den hier untersuchten Wertebereich meist nicht mehr umfassen) kann das
Ergebnis auch mit Hilfe der esgrechenden Formel errechnet werden:

rrt e

ENOVIEIDY 1 1I"H$%

Die gesuchte Wahrscheinlichkaedt demnach be,586%
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Aufgabe 1: Am Bahnhof von Wernigerode fSkaxakt alle 20 Minuten ein Zug in
Richtung Halberstadt ab. Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass ein Fahrgast

(a) ISnger als 15 Minuten
(b) oderwenigerals 10 Minuten wartet?
(c) Wie lauten Erwartungswert und Varianz der Verteilung?

Aufgabe 2:Die Zeit zwschen dem Eintreffen jeweils zweier PKW an einer Ampel
sei mit einem Erwartungswert von 0,25 Minuten exponentialverteilt.

(a) Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass die Zeit zwischen dem Eintreffen
zweier PKW an dieser Ampel hdchstens eine halbeukéi betrSgt?

(b) Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass die Zeit zwischen dem Eintreffen
zweier PKW an dieser Ampel zwischen 0,2 und 0,3 Minuten liegt?

Aufgabe 3:Wie eine Untersuchung der Lebensdauer von Autoreifen ergab, betrSgt der
Mittelwert 36000 FahrKilometer bei einer Abweichung von 4.800 Kilometern. Die
Verteilung der Lebensdauer kann durch eine Normalverteilung approximiert werden.
Wie viele Reifen sind demnach in einem Produktionslos von 20.000 StYck zu erwarten
(a) deren Lebensdauer un@6.400 km liegt,
(b) deren Lebensdauer Yber 48.000 km liegt
(c) oder deren Lebensdauer zwischen 23.636 und 48.364 km liegt?
Bei welcher Grenze liegt die Lebensdauer der

(d) 25% schlechtesten Reifen
(e) und der 10% besten Reifen?
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LSsung zu Aufgabe 1:Da die Chancenud einen eintreffenden Zug in jeder Minute
gleich gro8 sind (dexakt alle 20 MinutenQ), liegt hier Gilegchverteilungvor.

(a) Wahrscheinlichkeit einer Wartedauer von mehr als 15 Minuten.
Gegeben sind:

a=0 (Untergrenze)
b =20 (Obergrenze)
x=15

Die Chance, dass ein Zug eintrifft, betrSgt in jeder MihlJteI%. Wenn die Wartedauer mehr

als 15 Minuten betragen soll, so ist das Komplementréeréignis einer Wartedauer von weniger
als 16 Minuterl! <!" ! zu berechnen. Das Ergebnis wird dann von abgen, um die
LSsung fYr Aufgabenteil (a) zu errechnen.

EN(VINIDY W

QUYL e

Die Wahrscheinlichkeit einer Wartedauer von mehrl&l Minuten liegt also b&5%
(b) Wahrscheinlibkeit einer Wartedauer von weniger als 10 Minuten.
Diese Aufgabenstellung ISsst sich analog zu Aufgabenteil (a) leicht Isen:

/ey %

N
N (INIC Y ﬁ' T

Die Wahrscheinlichkeit einer Wartedauer von igenak 10 Minuten liegt also b&0%
(c) Berechnung von Erwartungswert und Varianz der Verteilung.

Der Erwartungswert einer Gleichverteilung berechnet sich wie folgt:

L (1)! !a'l mit a; b = Unterbzw. Obergrenze

Bezogen auf das konkrete Baisl des Aufgabenteils ergibt sich:

41" "

L) ——1 1
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Die Varianz einer Gleichverteilung berechnet sich wie folgt:

1112
(1)

Bezogen auf das konkrete Beispiel des Aufgabenteils ergibt sich:

g (1) = = ! 'I,',' Lo

LSsung zu Aufgabe 2:
(a) Wahrscheinlichkeit einer Zwischenzeit von hSchstens 0,5 Minuten.
Die Aufgabenstellung (ah3chstensO) impliziert bereits, dass hier viedeilungsfunktion

der ebenfalls in der Aufgabenstellung benaniteponeialverteilunggerechnet werden
muss. HierfYr ist zunSchst ! aus dem Erwartungswert (0,25 Minuten) zu berechnen.

L)Y i—! on"

Anschlie8end setzt man die Werte in die Formel fYr die Verteilungsfunktion ein:

/iy
sy G g

Die Wahrscheinlicvhkeit daf¥Yr, dass die Zeit zwischen zwei PARY nften hdchstens eine
halbe Minute betrSgt, liegt somit [86,47%

(b) Wahrscheinlichkeit einer Zwischenzeit zwischen 0,2 und 0,3 Minuten.

N T FEQL L) a1
D N R DRI
/) ey e

o1 —1mm oL

Die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass die Zveit zwischen zwei RPXARY nften hdchstens
zwischen 0,2 und 0,3 Minuten liegt, betrSgt sd®i8%

LSsung zu Aufgabe 3:
(a) Anzahl von Reifen mit einer Lebensdauer kleiner als 2&da0®ei 20.000 Reifen)
Gegeben sind:

p = 36.000 (Erwartungswert)
" =4.800 (Varianz)
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Die Normalverteilung kann mittels der sogenanntefransformation in eine
Standardarmalverteilungransformiertwerden, damit die entsprechende Tabelle
verwendet werden kann. Dies geschieht Yber die folgende Formel:

Der gesuchte Wert fYr diesbensdauer ISsst sich nun aus\tateilungsfunktion
(es liegt wieder einéhSchstensBeziehung®hschsten®6.400km Bvor) ablesen:

(B RIE (O:—')>I " <!"#$$ ! !"###>! FN( 1)L L =1 (1)1 11ty

I"##
Pormg

In einem Produktionslos von 20.000 Reifen sind demnach 0:028800= 456 Reifen
mit einer Lebensdaueon hSchstens 26.400n zu erwarten.

(b) Anzahl von Reifen mit einer Lebensdauer von mehr als 4&o0®ei 20.000 Reifen).

Um diese Aufgabe zu I8sen, mYssen wir das KomplementSrereignis (Anteil von Reifen mit
einer Lebensdauer von hschstens 48 KO) berechnen und das Ergebnis von 1 subtrahieren.
Da es sich um eine stetige Verteilung handelt, ist mit genau 0 Reifen zu rechnen, die eine
Lebensdauer von exakt 48.0k@ aufweisen, weshalb die Position des Grenzelements

fYr die Berechnung keine Rolle sjpi

o (l"### _!"###) e (I II)—|I [ - B N W A e

In einem Produktionslos von 20.000 Reifen sind demnach 0;026D00= 124 Reifen
mit einer Lebensdauer von mehr als 48.R00zu erwarten.

(c) Anzahl von Reifen mit einer Lebensdauer ohen 23.63&m und 48.364km
(bei 20.000 Reifen).

Um diese Aufgabe zu ISsen, mYssen wir zunSchst den Wafedeilungsfunktiorder
Standardnormalverteilung fYr 48.3G# berechnen und anschlie§end den entsprechenden
Wert fYr 23.63&m subtrahieren:

1" A "t )l FNQ W )1 (g )

porogng )l (!! g ))! rmEerrmteo g

. ((!"#$! ! 36000)>| . ((!"#"# LI )

In einem Produktionslos von 20.000 Reifen sind demnach P09000=19.800 Reifen
mit einer Lebensdauer zwischen 23.&86 und48.364km zu erwarten.

49



M"#$%&'()*+&,&-&'W$01,2)"*3'&*45-$"1)" * '

!
(d) Bei welcher Grenze liegt die Lebensdauer der 25% schlechtesten Reifen?

Zur L8sung dieser Aufgabe mYssen wir die bereits bekannte Formel f¥T chasformation

|
nach x (Grenze) umstellen. Da p und " YberAliégabenstellung gegeben sind, fehlt zur
AuflSsungderGleichung noch der Wert fYr Z. WeilZ0,25 in den meisten Tabellierungen
nicht enthalten ist, sucht mar=2,75 und kehrt dagorzeichen um (KomplementSrereignis).
FYr Z= 0,75 findet sich eiwertvon 0,7502 bei 0,67, also rechnet man mit-D,67 weiter.

Nach x umgestellt lautet die Zransformationsformel: =1 'l I |
Eingesetzt ergibt siche =1 111" 1 "4 | I"gg# | I"H#$%

Die LebensdaueGrenze der 25% schlechtesten Reifen liegt demnac32b&s4km.
(e) Bei welcher Grenze liegt die Lebensdauer der 10% besten Reifen?

Hier kann man analog zu Aufgabenteil (@ygehen. FYr Z 0,9 findet sich in der Tabelle
der Standardnormalverteilung der Wert 1,28, weshalb man zu folgender Kalkulation gelangt:

O i I o B

Die LebensdaueGrenze der 10% besten Reifen liegt demnacldbdi44km.
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Aufgabe 1:Bei der Herstellung von Werbegeschenken gibt es produktionsbedingt 10%
Ausschuss. Wie gro§t die Wahrscheinlichkeit dafYdass in einer Stichprobe von 50
zufSllig ausgewShlten Werbegeschenken

(a) genau die HSlfte,
(b) hSchstens die HSIfte
(c) oder zwischen 5 und 10 Werbegeschenken defekt sind?

Nach einer Modernisierung der Produktionsanlagen liegtelie Ausschussquote nun bei
5%. Diese soll anhand einer grs8eren Stichprobe im Umfang von 500 zufStigweshlten
Werbegeschenken belegt werden. Wie gro§ ist hier die Wahrscheinlichkeit

(d) mindestens 100 defekte
(e) oder hSchstens 25 defekte Werbegeschenke zu ziehen?

Als Werbegeschenk fYr besondere Kunden werden FYllfederhalter mit Goldfeder und
Diamantspitze hgestellt. Der Ausschussanteil bei diesen Werbegeschenken liegt bei
25%. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 10 hergestellten FYllfederhaltern

(f) genau 1
(9) und zwischen 1 und 9 defekt sind.

Aufgabe 2:Der Alkoholgehalt eines Bieres der Marke OAabvnteeO liegt gleichmSS8ig
verteilt zwischen 3,8% und 4,4%. Eine Bierflasche wird zuf8iiglaufenden Produktion
entnommen und auf ihren Alkoholgehalt getestet. Wie gro8§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass

(a) der Alkoholgehalt hschstens bei 4,0% liegt?
(b) Der Alkoholgehalt exakt 4,4% betrSgt?

Eine VerSnderung im Brauverfahren fYhrt zu einem normalverhalten Alkoholanteil
mit dem Erwartungswert 4,0 und einer Varianz von 0,01.

(c) Wie gro§ ist bei einer zufSlligen Stichprobe nun die Wahrscheinlichkeit
fYr einen Akoholgehalt von mindestens 3,8%?
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LSsung zu Aufgabe 1:
(a) Genau die HSlIfte der Werbegeschenke in der Stichprobe erweist sich als Ausschuss.
Da lediglich zwei AusprSgungen existieren (defekt oder nicht defekt) und sich die einzelnen

Zufallsexperimer# nicht gegenseitig beeinflussen (da alle 50 Einheiten getestet werden und
die grs8ere Grundgesamtheit unbekannt ist), rechnen wir mBidemialverteilung

Gegeben sind:
n=50
x=25
p=0,1

tber die Tabelle fYr di®Vahrscheinlichkeitsfunktioerhaten wir:

L@ /E) ) =
Die Wahrscheinlichkeit fYr genau 50% defelterbegeschenke liegt also 085.
(b) H3chstens die HSlfte der Werbegeschenke in der Stichprobe erweist sich als Ausschuss.
Wir rechnen mit deBinomialverteilng weiter, werfen nun aber anstatt in die Tabelle der

Wahrscheinlichkeitsfunktion wie in Aufgabenteil (a) einen Blick in die Tabelle der
Verteilungsfunktion da nach einem Wertebereich (&hSchstensO) gefragt wird.

Gegeben sind:
n=>50
x=25
p=0,1
tber die Tabelle fYr die Verteilungsfunktion erhalten wir:

ey an eyl
Die Wahrscheinlichkeit fYr hichstens 50% defekte Werbegeschenke liegt dl€0%ei
(c) Wahrscheinlichkeit fYr 5 bis 10 defekte Werbegeschenke in der Stichprobe.
Hier berechnen wir den Wert der Verteilungsfunktiwn hischstens 10 defekte
Werbegeschenke ummiehendann den entsprechenden Wert derselben Funktion
fYr hdchstens 4 defekte Werbegeschenke ab.

e ey e /o) b g 1 LitgEg 1 115594

Die Wahrscheinlichkeit fYr 5 bis 10 defekte Werbegedahkegt also beb5,94%
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(d) Wahrscheinlichkeit fYr mindestens 100 defekte Produkte nach der Umstellung.

Da man bei einem Stichprobenumfang von mehr als 100 und einer Wahrscheinlichkeit von
unter 5% aus der Binomialverteilung in die Pois$@mteilungapproximiert, werden die

noch folgenden Aufgabenteile (d) und (e) in dieser Verteilung berechnet. FYr (a) ISsst
sich gemS§ der Approximationsbedingungen aus der Poi&stgilung weiter in die
Normalverteilung approximieren. Diese wird wie Yblich iaSliandardnormalverteilung
transformiert, wozu man sich der bereits bekannt@mnahsformationsformel bedient:

Erwartungswert und Varianz von 25 lassen sich der Aufgabenstellung entnehmen (5% defekte
Werbegeschenke von 500 hergestelltéb¥ FYr x setzen wir in diesem Fall 400 ein, da wir
amindestens 100 defekte WerbegeschenkeO nicht direkt berechnen k3nnengdssndern
Fragestellung zuvor in das KomplementSrereignis dhSchstens 400 nicht defekte
WerbegeschenkeO umformulieren mYssen.

Esergibt sich:

Eingesetzt in di&/erteilungsfunktiorder Standardnormalverteilung erhSlt man fYr Z=15 den
Wert 1 (alle Werte oberhalb von Z=4 sind 1). Da wir das KomplementSrereignis berechnet
haben, muss das Ergebnis von 1 subtrahiert weddle. 21=0. Dies bedeutet, dass die Wahr
scheinlichkeit fYr mindestens 100 defekte Werbegeschenke in der Stichprobelieet.

(e) Wahrscheinlichkeit fYr h3chstens 25 defekte Werbegeschenke nach der Umstellung.

Prinzipiell geht man hier wie bei Agébenteil (a) vobzunSchst wird approximiert,
anschlieg8end setzt man die entsprechenden Werte in die Transformationsformel ein:

NGRD

L1
= 0

F__\"(r Z=0 findet sich in der Tabelle der Wert 0,5. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit
fYr hSchstens 25 defekte Werbegeschenke in der Stichprobé%éegt.

(f) Genau 1 FYlifederhalter ist defekt.

Da der WerfYr n hier wieder sehr klein ausfSllit, ISsst sich die Aufgabe durch den RYckgriff
auf dieWahrscheinlichkeitsfunktioder Binomialverteilung ISsen.

Gegeben sind:

10
1

n
X
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p=0,25

Aus der Tabelle fYr die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomitdilang lesen wir ab:
meg/rry @ty 111877

Die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass genau 1 von 10 produziertesF¥tfederhaltern defekt
ist, liegt demnach bdi8,77%

(b) Zwischen 1 und 9 FYllfederhaltern sind defekt.

Hier berechnet man zunSchst den WertVerteilungsfunktion der Binomialverteilung fYr 9
defekte FYllfederhalter und subtrahiert anschlie8end den entsprechenden Wert derselben
Verteilung fYr 0 defekte FYllfederhalter (die 1 geh3rt mit in das betrachtete Feld).
Gegeben sind:

n=10

X1 = 0

X2 = 9

p=0,25

Aus der Tabelle fYr die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung lesen wir ab:

N (AN Y ) N S (A B N O I A S 2 S O I S (/2 A O T O O B 5
I 119464

Die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass zwischen 1 und 9 von 10 produzierten Edel
FYlifederhaltern defelgind liegt demnach bed4,64%

LSsung zu Aufgabe 2:
(a) Es sind hschstens 4,0% Alkohol im Bier.

FYr die Berechnung der &h3chstelgahrscheinlichkeit benstigen wir die Tabelle der
Verteilungsfunktiorder Gleichverteilung (die direkt in der Aufgabenstellung benannt wird):

Ix! 1] e
!

ORI N e R (N AN R D R e e B A R 1

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit liegt somit 88j33%
(b) Es sind genau 4,4% Alkohol im Bier.
In dieser Aufgabe ist nach der Wahrscheinlichkeit fYr das Auftreten einer ganz bestimmten

AusprSgungn einer stetigen Verteilung gefragt. Dieser liegt jedoch stets bei 0 (Integral Yber
einem Punkt). Die gesuchte Wahrscheinlichkeit liegt somid%ei
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(c) Es sind (nach der Umstellung) mindestens 3,8% Alkohol im Bier.

Da wir uns nunmehr in der Normalteitung befinden, mYssen wir zunSchst mit Hilfe der
bekannten ZTransformationsformel in die Standardnormalverteilung transformieren:

(x! 1)

e
| 1 | | I
o on" o T

Das Ergebnis kann nun mit Hilfe der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung .
gefunden werden. Achtung: Es ist das KomplementSrereignis zu berechnen (d@mindestensO).

remgagrnyr (!! " (!))! Prormmg b Ty

Die Wahrscheinlichkeit fYr einen Alkoholgehalt von mindestens 3,8% liegtdesich
Umstellung also be37,72%
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Aufgabe 1: Die GeschSftsleitung eines gro§en Kaufhauses m3chte feststellen, in welchem
Ma§ de Angestellten von den angebotenen Personalrabatten Gebrauch machen. FrYhere
Befragungen haben ergeben, dass die Rabattleistungen des Wahrenhauses an einzelne
Angestellte relativ gro8en Schwankungen unterliegen, die Standardabweichung jedoch
beinahe konsint war und bei 10 Euro im Monat lag.

(a) Eine neuerliche Befragung von 100 Angestellten ergab einen durchschnittlichen
Rabattvorteil von 20 Euro im Monat. Geben Sie ein 9&8afidenzintervallum
den Erwartungswert an.

(b) Berechnen Sie nun das 99%nfidenzintevall fYr die Standardabweichung.

Wie verSndert sich das Intervall bei einer Vergri§erung der Sicherheit?

(c) Wie verSndert sich das 95Renfidenzintervall fYr die Standardabweichung wenn
eine Befragung von 400 Angestellten denselben durchschnittlichen Reatzalt
von 20 Euro im Monat ergibt?

(d) Wie gro8 muss der Stichprobenumfang sein, wenn daska&8fsdenzintervall
so beschaffen sein soll, dass keine Abweichungen von mehr alsah
Erwartungswert auftreten?

(e) Angenommen, es wYrden lediglich 20 Angestddiéfragt wobei sich x= 20
und s= 10 bei unbekannter Standardabweichung ergeben. Errechnen Sie das 95%
Konfidenzintervall fYr den Erwartungswert unter der Annahme amenalverteilten
Grundgesamtheit.

(N In einer anderen Filiale ergab sich bei einenr&gling von 100 Angestellten ein
durchschnittlicher Rabattvorteil von 30 Euro pro Monat bei einer Standardabweichung
von 10 Euro. Kann man sagen, dass die Angestellten dieser Filiale die Rabattvorteile
in gré8erem MaS8e nutzen? Berechnen Sie ein-8@#fiderzintervdl fYr die
Differenz der Mittelwerte pund b.

Aufgabe 2:Ein Fabrikant nimmt die Produktion einer bestimmten, leicht verderblichen
Konserve auf. Die mittlere Frischhaltedauer (Erwartungswert) und die Standardabweichung
sind ihm nicht bekannt. Er weiS @l dass die Verteilung der Frischhaltedauer gut durch eine
Normalverteilung approximiert werden kann. Die Standardabweichung der Stichprobe ist s=3.

Welche Grenzen schlieS8en die Standardabweichung bei 1% Irrtumswahrscheinlichkeit und 21
Beobachtungen €t

Aufgabe 3:Aus Fragebsgen, die zur Studi¥ekmeldung auszufYllen waren, wurden zufSllig
2.500 Bsgen ausgewsShit. Dabei zeggjtsh unter anderem, dass 1.500 Studenten Yberwiegend
aus Mitteln der Eltern und 625 Yberwiegend durch staatliche FSrdermitehalten werden.

(a) FYr die Anteilswerte der beiden Finanzierungstypen sind die Konfidenzintervalle
mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% zu ermitteln.

(b) Berechnen Sie die Konfidenzintervalle fYr eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von
99%, wenn nur 208rageb3gen mit 100 Yberwiegend von den Eltern unterhaltenen
und 42 Yberwiegend staatlich gefSrderten Studenten herausgegriffen werden.

(c) Wie viele B8gen muss man herausgreifen, damit die Konfidenzintervalle fYr
beliebige p bei einem Sicherheitsgrad von 5#& Breite von 0,04 haben?
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L3sung fYr Aufgabe 1:

(a) Berechnung des 95%onfidenzintervalls unu.

Gegeben sind:

rrm

n=100

#=10,05 (=1D0,95)

" =10

Die Bildungsvorschrift fYr das Konfidenzintervall lautet:

!<!’! !(”!!_)!\;—!_! rrox! !(”!!_)!\/!—!_>! rr

Die beiden AVerte lassen sich der Tabelle de¥&rteilung entnehmen. Da es sich um
ein symmetrisches Konfidenzintervdlandelt, wird der gleiche Wert auf beiden Seiten
der Ungleichung eingesetzt.

! [N N N N [ |
(! | '_) IR
Die zWerte werden anschlieS8end in die Bildungsvorschrift eingesetzt:
ram rrggl b <t oot rryrorne
O N N

Mit einer Sicherheit von 95% liegt der wahre Erwartungswert der Grundgesamtheit also
zwischen 18,04ind 21,96

(b) Berechnung des 99%onfidenzintervalls fYr p.

Diese Aufgabe ist analog zu Aufgabenteil (a) zu I3sen, aufgrund des geSnderten # muss im
Grunde lediglich der-&Vert neu berechnet werden:

!(' v )! Zyye ! 11576

Eingesetzt irdie Bildungsvorschrift ergibt sich:

O N DRt
G 7R B TR - 3 N

Wir sehen, dass das 99%enfidenzintervall mit einer Breite von 5,152 breiter als das zuvor
berechnete 95%onfidenzintervall mit einer Breite von 3,92 istieS liegt an deerhsShten
Sicherheit, dass sich der reale Wert auch tatsSchlich im Intervall befindet. GrundsStzlich
gilt also, dass Konfidenzintervalle mit zunehmender Sicherheit breiter werden bzw. sich
mit abnehmender Sicherheit verkleinern.
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(c) VerSnderung des 95%onfidenzintervalls durch neue 4®rsonesBefragung.

Im Vergleich zu Aufgabenteil (a) verbreitert sich hier lediglich die Basis fYr die
Berechnunge®der Stichprobenumfang n. Alle anderen Werte bleiben gleich.

Wir kSnnen das neue Kxfidenzintervall also wie folgt aufstellen:

O N A | A A R DR
e N A A R

Im Vergleich zum im Aufgabenteil (a) erstellten Konfidenzintervall ISsst sich feststellen, dass
die Breite des Konfidenzintervalls mit 1,96 verringeurde. Dies passiert immer, wenn der
Stichprobenumfang vergrs8ert wird, da eine grs8ere Stichprobe auch eine grs8ere Sicherheit
bei der Vorhersage gestattet.

Im Gegensatz zur nachtréglli'chen Manipulation des Konfidenzweigedi# €nderung
des Stichppbenumfangs im Ybrigen eine legitime Ma8nahme um zu breit geratene
Konfidenzintervalle zu verringern. Dabei muss die Untersuchung natYrlich neu
durchgefYhrt, d.h. es muss eine neue Zufallsstichprobe gezogen werden.

(d) Grs8e des Stichprobenumfangs be¥®Bonfiderzintervall um g mit Umfang +2.

Hier muss mit denGenauigkeitsmagabsoluter Fehler) gerechnet werden.

Die benstigte Formel lautet:

Mmool !\%! I Da nach n gesucht wird, muss die Gleichung quadriert werden.

Lt 1t 121 Im n&hsten Schritt ist die Gleichung nach n umzustellen.
RETR

I I ——1 Nun sind die Werte aus der Aufgabenstellung einzusetzen.

I u?

et g
I 1 ] | " oqm

Es m\"(ssven demnach mindest@n&lementen der Stichprobe sein, @6 Elemente noch zu
wenig wSren und 96,04 kein brauchbares Ergebnis ist.

(e) 95%Konfidenzintervall bei einer Befragung von 20 Personen und unbekanntem ".
Wenn die Standardabweichung der Grundgesamtheit " nicht bekannt ist, gilt fYr das

Konfidenzintervdleine alternative Bildungsvorschrift, die die Standardabweichung der
Stichprobe s miteinbezieht und auf dé&drteilung basiert.

!<!_!! ! !!—!!!r!! ! ! > >!!!!"
(1) 11 (rrqnrn) ST T

Gegeben sind:

e

n=20
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s=10
# =0,05 (=1D0,95)

Der Wert fYr t ist der Tabelle fYr di&¢/erteilung / StuderVerteilung zu entnehmen.

!!!!!,—!!_!)! Mo 100 D VIR

Mit diesem Wert wird nun die Bildungsvorschrift des Konfidenzintervalls komplettiert.

DO DL LD L 1093 L ) L
LS LS g )

() Nutzen die Angestellten der zweiten Filiale den Rabattvorteil in grs§erem Mage?

Da hier die Standardabweichung der Grundgesamtheit " wieder gegeben ist, kann auf die
Bildungsvorschrift fYr ds Konfidenzintervall um p aus Aufgabenteil (a) zurYckgegriffen
werden. Zu beachten ist, dass mit zw&Verten zu rechnen ist, da dasnfidenzintervall

fYr die Differenz(!) beider Mittelwertieenstigt wird.

Gegeben sind:

e

e AE

X =20D30

n=100

#=0,01 (=1D0,99)
"=10

!<!’! !(”!!_)!\;—!_! rrri !(”!!_)!\;—!_>! 1!

Die beiden 2Werte muss man nun aus der Tabelle d¥erteilung ablesen. Da es sich um
ein symmetrisches Konfidenzintervall handeibt@s nur einen einzigen Wert, der auf beiden
Seiten der Ungleichung eingesetzt wird.

!!1! *) Doz D T

Der Term\% muss noch umgerechnet werden, da in der Aufgabe zwei Standardabweichungen

angegeben sind:

!!!:—!!!f—f!::%!::%!!!!!!!!!\/!_

Die gefundenen Werte werden nun in die Bildungsvorschrift eingesetzt:

NG WL R I R (o" L)y JT)! 1]
L1 16431 1L LTI )L 1T
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Dies bedeutet, dass der ErwartungeviYr die Rabattnutzung bei der zweiten Filiale um
6,357 bis 13,643 grs8er ist als bei der ersten Filiale. Man kann daher feststellen, dass die
Angestellten der zweiten Filiale die Rabattvorteile tatsSchliginS§8erem MaS8e nutzen

L3sung fYr Aufgabe 2 Da fYr das Konfidenzietvall um " keine Bildungsvorschrift
existiert, ist zur L§sung dieser Aufgabe das Konfidenzintervall tirau bilden, wobei
aus der gesamten Ungleichung zum Schluss die Wurzel gezogen wersen

Gegeben sind:

rre
s=3
n=21
#=0,01

Vor derBerechnung des Konfidenzervalls mYssen nun noch die €EWerte aus der
entsprechenden Tabelle abgelesen werden:

! :! RETEED Dl gy B0

P! P! NI
! TR TN
ENINRY L

Eingesetzt in die Bildungsvorschrift des Kml#zintervalls ergibt sich:

!<M!!!!M>!””
o 71"l
@450 th g )1 1199

Nun muss noch die Wurzel gezogen werden:
Py Log!l Ti"gg ) 1
L3sung fYr Aufgabe 3:
(a) Konfidenzintervalle mit 1% Irrtumswahrsahichkeit fYr beide Anteilswerte.
Da hier ein Modell ohne ZurYckliegen vorliegt, handelt es sich umheipergeometrische

Verteilung fYr die zunSchst geprYft werden muss, ob in die Binomialverteilung approximiert
werden darf.

! I"##
Lo

Eine Approximation in die Binomialverteilung ist nicht mSglich. Denkbar wSre allerdings
noch eine Approximation in die Normalverteilung. HierfYr sind zwei Bedingungen zu prYfen:
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I"##
Tl —1 1)
N
e
TRl

Die fYr eine Approximation zu erfYllende Bedingung lautet:
rrrrrrrer
Dies wird nun fYr beide Finanzierungstypen YberprYft:

gyt mo oK
g o gt r oK

Es kann in die Normalverteilung approximiert werdeie ber als” berechneten Werte
werden im Rahmen dieser Approximation zu déN@rten der Normalverteilung.

Gegeben sind also:
P1= 0,6

P2= 0,25

n= 2500
#=0,01(=1D0,99)

Das Konfidenzintervall um p wird nach folgender Formel gebildet:

Il“l|||’wllll“llulwllll

Der Wert fYr z ist der Tabelle fYr die Normalverteilung (Quantile) zu entnehmen:

Lyl ! e o DI

Nun kann man das Intervall fYr die elterlidhersorgung bilden:

e - L O R LT N
L T A B A - N

Auch das Konfidenzintervall fYr die staatliche Versorgung ISsst sich aufstellen:

P D VIS758 T L p b LU D 20« DI )L 1
G~ T O B Y 1 - T I A O
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(b) Berechnung neuer Konfidenzintervalle unter geSnderten UmstSnden.
Gegeben sind nun:

P.=0,5 (100/200)
P,=0,21 (42/200)
n= 2500
#=0,01(=1D0,99)

Da alle anderen Werte gleichbleiben, kann sofort mit der Aufstellung der beider Konfi
denzirtervalle begonnen werden. ZunSchst das Intervall fYr die elterliche UnterstYtzung:

PP D g pramgg <0 b o Tt L ratgy )0
O T A B A N = N

Anschlie§end folgt die Bildung des Intervalls fYr die staatliche UnterstYtzung:

O R - A e A R R N
P(111358 1 11 rntgl Lo

(c) Wie viele BSgen mYssen herausgegriffen werden, damit Konfidenzintervalle fYr
beliebige p bei einen Sicherheitsgrad von 95% einedreit 0,04 haben?

Bei einer Breite des Konfidenzintetls von 0,04 betrSgt der absolute Fehler 0,02 (=0,04/2).
FYr die Berechnung weiterhin benstigt wird der Wert fYr z aus der Normalverteilung.

Lo b tawg D HIR
-

Nun kann die Anzahl der herauszugreifenden B3gen Yber die Formel fYr das
Genalugkeitsma§ ermittelt werden, die nach n umzustellen ist.

Mmool !\%! I Da nach n gesucht wird, muss die Gleichung quadriert werden.

RN 'I—' Im nSchsten Schritt ist die Gleichung nach n umzustellen.

I 1 ——1 Nun sind die Werte aus der Aufgabenstellung einzusetzen.

1,96' 11nt  1IHg

P e S

Es mYssen daher ger2401 B3gerherausgegriffen werden.
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Aufgabe 1:Bauer MSnz behaugtt dass seine Kartoffeln ein Durchschnittsgewicht von
mindestens 10§ haben. tber die Streuung der Gewichte gibt er keine Auskunft. Bauer
Meier kauft 36 Kartoffeln deren Durchschnittsgewichigddei einer Standardabweichung
von 12g betrSgt. Kann Baugfeier auf Basis dieser Stichprobe die Behauptung von Bauer
MSnz bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% wiederlegen?

Aufgabe 2:Ein SchYtze trifft in 40% aller FSlle ins Schwarze, wenn er in Normalform ist.
Vor einem Wettbewerb gibt er zur Kontrollerser Form 100 SchYsse ab, von denen 85
das Ziel treffen.

(a) PrYfen Sie bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%, ob die Trefferquote vom
Ergebnis bei Normalform signifikant nach oben abweicht (signifikant besser ist).

(b) Der gleiche SchYtze gibt am nSchdteg 200 Sch¥Ysse ab, von denen 90 ins
Schwarze treffen. Testen Sie, ob dieses Ergebnis vom Ergebnis bei
Normalform signifikant abweich#£0,05).

Aufgabe 3:Die SollstSrke von Unterrichtsgruppen an der Hochschule Harz liegt bei 30
Studenten. Eine Beobachtung von Gruppen zu 20 verschiedenen Zeitpunkten im Jahr
1995 ergab eine GruppenstSrke von durchschnittlich 35 Studenten bei einez Varian
von 16 Studentéq).

(a) tberprYfen Sie die Behauptung, dass sich die GruppenstSrke an der
Hochschule gegenYber der SollstSrke nicht erhdh#haias).

(b) Im Jahr 1996 wird die Erhebung zu 22 Zeitpunkten wiederholt. Dabei wird
eine durchschnittliche GppenstSrke von 40 und eine Standardabweichung
von 5 Studenten festgestellt. Hat sich die GruppenstSrke nun im Bezug auf das
Vorjahr verSndert@nterstellen Sie fYr die Berechnung eine Normalverteilung
der GruppenstSrke und eine Yber die Zeit unverSnémitanz.
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L3sung zu Aufgabe 1:Um eine Behauptung zu YberprYfen, die auf einer oder mehreren
Stichproben basiert, bedient man sich eines sogenastatestischen TestverfahrersYr

alle derartigen Testverfahren gelten die folgenden Verfahrensregein:

Schritt I: Aufstellung der Parametermenge, der Nullhypothese und der
Alternativhypothese sowie Festlegung des Signifikanzniveaus.

Schritt II: Festlegung einer geeigneten PrYfgr§§e und Bestimmung
der Testverteilung bei GYltigkeit der Nullhypothese.

Schrit 11l: Bestimmung des kritischen Bereichs.
Schritt IV: Berechnung des Wertes der PrYfgrige.
Schritt V: Entscheidung und Interpretation.
Wir werden nachfolgend alle fYnf Schritte fYr das geforderte Testverfahren durchlaufen.

Schritt I: Aufstellung der &ametermenge, der Nullhypothese und der Alternativhypothese
sowie Festlegung des Signifikanzniveaus.

Lrnrop
Moo
IENTE
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Schritt II: Festlegung einer geeigneten PrYfgri8e und Bestimmung der Testverteilung bei
GYltigkeit cbr Nullhypothese.

I % ist t (n-1)-verteilt

Schritt 11l: Bestimmung des kritischen Bereichs.

Der Test ist linksseitig, es gibt daher einen Wert, der nicht unterschritten werden darf.
Dieser Wert ist der Standardnormalverteilungentnehmen.

Schritt IV: Berechnung des Wertes der PrYfgrsge.

Schritt V: Entscheidung und Interpretation.

Die Nullhypothese ist in diesem Falbzulehnen

64



M"#$%&'()*+&,&-&'W$01,2)"*3'&*45-$"1)" * '
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L3sung fYr Aufgabe 2:
(a) Wetht die Trefferquote vom Ergebnis bei Normalverteilung signifikant obeh ab?

Hier handelt es sichm einerEinstichprobentesnit rechtsseitigemblehnungsbereich

Rechtsseitiger Verwerfungsbereich

ZunSchst werden Nulind Alternativhypothese aufgestellt und das Signifikanzniveaz
festgelegt:

Da es sich um einen einseitigen Test handelt, wird # nicht durch 2 dividiert. Im
nSchsten Schritt wird der kritische Wert der Standardnormalverteilung entnommen:

P )ty

Sollte die im nSchsten Schritt zu berecidmﬁr\"(fgr§§§ diesen Wert Ybersteigen, wSre die
Nullhypothese abzulehnen. Zur Berechnung der PrYfgrs8e wird folgende Formel verwendet:

Iy
I :

| \/!!!!(!!! )!
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Da die PrYfgr§8e den kritischeneW eindeutig Ybersteigt, ist die Nullhypothese in diesem
Fall abzulehnen

(b) Weicht das zweite Ergebnis signifikant vom Ergebnis bei Normalform ab?

Auch hier ist ein Einstichprobentest gefordert, allerdings ist im Gegensatz zu Aufgabenteil
(a) der Abl&anungsbereich diesmal beidseitig.

Beidseitiger Verwerfungsbereich

ZunSchst mYssen Nulind Alternativhypothese aufgestellt und das Signifikanzniveau
festgelegt werden.

Der kritische Wert ist der Standardnormalverteilung zu entnehmen:

NN L
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!
Sollte die im nSchsten Schritt zu berechnende PrYfgri8e nun diesen Wert oder dessen
negative Gegenwe(beidseitiger Testyber bzw. unterscteiten, muss die Nullhypothese
verworfen werden. Zur Bechnung der PrYfgrs8e ist die bekarfidemel zu verwenden:

e

\/(!! ! (!I | p)!
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Da die PrYfgrs8e klar zwischen den beiden kifitésy Werten liegt, ist die Nullhypothese in
diesem Falhicht abzulehnerDie Trefferquote des SchYtzen weicht daher nicht signifikant
von seinem Ergebnis bei Normalform ab.

LSsung zu Aufgabe 3:Hier ist ein weiterer Einstichprobentest gefordert, derghdei einer
unbekannten Varianz angewandt wird (die Varianz in der Aufgabenstellung bezieht sich auf
die Varianz in der Stichprobe, nicht auf die Varianz der Grundgesamtheit). Auch hier sind
zunSchst Nullund Alternativhypothese aufzustellen und das iBigmzniveau festzulegen.

e
o>
1 1os

Linksseitiger Verwerfungsbereich
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Der kritische Wert ist in diesem Fall deverteilung zu entnehmen, wobei die Stichprobe 19
Freiheitsgrade zulSsst 20. Es ergibt sich ein kritischer Wert von 1,729. Die 0,05 werden
nicht getdt, da es sich um einen linksoffenen und rechtsgeschlossenen Test handelt. Die
Nullhypothese ist zu verwerfen, wenn die PrYfgri8§e den kritischen Wert Yberschreitet.

Die PrYfgri8e berechnet sich nach folgender Formel:

L1 13510 1t
1 o

(—! -
a NG

Hinweis zur Berechnund@ie Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz.

Da der Wert der PrYfgri8e den kritischen Wert klar Ybersteigt, ist die Nullhypothese in
diesem Falku verwerfenWir kSnnen daher vermuten, dass sich die ldschnittliche
GruppenstSrke in der Tat signifikant erhsht hat.

(b) Weist die Befragung im Folgejahr auf eine signifikant verSnderte GruppenstSrke hin?

Da fYr diese Aufgabe die Werte zweier Stichproben miteinander verglichen werden mYssen,
greifen wir andieser Stelle erstmalig auf einBweistichprobentesturYck. Auf fYr diesen

ist im ersten Schritt eine Nulsowie eine Alternativhypothese aufzustellen sowie das
Signifikanzniveau festzulegen.

Da es sich uneinen zweiseitigen Test handelt, existiert sowohl ein linksseitiger wie auch
ein rechtsseitiger Ablehnungsbereich. Der kritische Wert istderteilung zu entnehmen,
wofYr zunSchst die Anzahl der Freiheitsgerade zu bestimmen ist. Die Anzahl détsFreihe
grade einer Stichprolexgibt sich (bei bekanntem Mittelwert) aus dem Stichprobenumfang
minus 1. Da in diesem Fall mit zw8tichproberund zwei Mittelwerten gerechnet wird,
mYssen wir zunSchst die Stichprobengri§en addieren und dann um die Ankéitietier
werte verringern, d.h. 2022D2 = 40.

Wir entnehmen also der tabellierterVErteilung den Zahlenwert bei 40 Freiheitsgeraden
und 1D# = 0,975 (1- 0,05/ 2 = 0,975). Dieser Wert lautet 2,021. Die im nSchsten Schritt
zu berechnendet PrYfgriBénrt demnach zu einer Ablehnung der Nullhypothese, wenn
sie gri8er als 2,021 oder kleiner 021 ausfSiit.

Zur Berechnung der PrYfgr38e ist folgende Formel zu verwenden:
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THNNEE

mit1 | \/!(! HEITAN(RERDIITE!
Setzt man die entsprechenden Werte aus der Aufgabenstellung ein, so erhSit man:

[N B N W
40

Da die PrYfgr§8e mi3,55 eindeutiginter dem unteren kritischen Wert liegt, ist die
Nullhypothesezu verwerfenZur GruppenstSrke kann damit ausgesagt werden, dass diese

sich signifikant verSndert zu haben scheint. Dabei deutet zwar alles auf eine weitere Erh3hung
hin Dallerdings ISsst dicbei einem zweiseitigen Test keine eindeutige Aussage Yber die Art
einer signifikanten VerSnderung treffen.
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Aufgabe 1:Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit, beim dreimaligen Werfen einer MYnze
genau dreimal OWapm@ zu erhalten?

Aufgabe 2: Auf zwei verschiedenen BSndédiB1 und B2Dwird der gleiche Fernseh
rShrentyp gefertigt. B1 liefert 20%, B2 liefert 80% der Produktion. Der Ausschuss betrSgt
jeweils 10% bzw. 5%. Aus der Gesamtproduktion wird eine RShre iuésisgewShit.

Wie gro§ ist die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass

(a) die RsShre auf B1 gefertigt wurde, wenn sie einwandfrei ist?
(b) Die RShre auf B2 gefertigt wurde, wenn sie defekt ist?

Aufgabe 3: Ein Medikament enthSIt einen Wirkstoffie seinebeste Wirksamkeit heler
Einnahme von 2,6hg bis 9,5mg zeigt. Der Gehalt des Wirkstofiso Pille ist normalverteilt
mit einem Erwartungswert vonrbg und einer Standardabweichung vam@ Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit hat eine zufSllig ausgewShite Pille nun die beste Wirksamkeit?

Aufgabe 4:Ein Meinungsforschungsinstitut beabsichtigt, den prozentualen Stimmenanteil,
den eine der beiden groS8Barteienn einer bevorstehenden Wahl erreichen wird, zu
prognostizieren. Wie viel zufSllig ausgewShite Wahlbeteiligte mYssen mindestags be
werden, um ein Konfidenzintervall 0,01) zu erhalten, dessen LSnge h3chstens 2% betrSgt?
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L3sung zu Aufgabe 1:Beim Werfen einer MYnze handelt es sich um ein typisches
Zufallsexperimentda die einzelneExperimente (MYnzwYrfe) voneinander unaigig

sind und die beiden msglichen Ergebnisse (Wappen und Zahl) nach jedem Wurf wieder
OzurYckgelegtO werden, so dass es m3glich ist, mehrfach Wappen und Zahl zu werfen. Es
liegt demnach eine Binomialverteilung mit bekamMé&ahrsdeinlichkeit p= 0,5 vor.Der

hier gesuchte Wert ISsst sich der TabelleWahrscheinlichkeitsfunktioentnehmen:

Mgy /ryr onEs
Die Wahrscheinlichkeit fYr einen dreifachen Wappurf liegt demnach b&il,25%
LSsung zu Aufgabe 2:
(a) Die Rshre istiawandfrei und wurde auf B1 gefertigt.

Bei der Berechnung dieser Aufgabe muss3#dz von BayeSnwendung finden.
Benstigt werden auch die KomplementSrereignisse:

DI

Die Wahrscheinlichkeit dafYr, dass eine einwegidfRShre auf B1 gefertigturde, liegt
demnach bel9,41%

(b) Die Rshre ist defekt und wurde auf B2 gefertigt.

Die Berechnung dieser Aufgabe erfolgt analog zu Aufgabenteil (a):

e
(nmrow)yrrrwrrn

Die Wahrscheinlichkeit, dassnei defekte RShre auf B2 gefertigt wurde, liegt demnach bei
66,66%

LSsung zu Aufgabe 3:Bei dieser Aufgabe muss berechnet werden, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit dewirkstoffgehaltin einer zufSllig ausgewShiten Pille zwischen 2,6
mg und 9,5mg liegt. Hierl'r transfomieren wir zunSchst von der Normalverteilung in die
Standardnormalverteilung (keine Approximation!) mittels déransformationsformel:

¢

Da mit zwei ZWerten zu rechnen ist, ergeben sich auch zwéadablen, nSmlich & -0,8
und %=1,5. Wie bei der Integralrechnung muss nun der Wert der unteren Grenze/fget Z
von 2,6) vom Wert der oberen Grenze (detwW2rt von 9,5) sbtrahiert werden, damit nur
noch die FISch®die Wahrscheinlichke®zwischerbeiden Grenzen Ybrig bleibt.

PEUYL L@ vy (L L)) (D T )Ly
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LSsung zu Aufgabe 4:Bei dieser Rechnung benstigt man die Formel fYr den
notwendig@ Stichprobenumfang bei SchStzung des Anteilswertes p:

_¢trrary

Der nicht in der Aufgabenstellung zu findend&\2rt kann der Tabelle der
Standardnormalverteilung entnommen werden. Da nach einem zweiseitigen
Konfidenzintervall gfragt wird, mus# noch halbiert werden.

In die obige Formel eingesetzt erhSlt man:

Pty s

I T LIS N

Es mYssen demnach mindeste®$87 Personemefragt werden, um die
geforderte Sicherheit beim Kodinzintervall gewShrleist zu kSnnen.

Fehler entdeckt?

bestem Wissen und Gewissen zusammengestdlte Sah dennoch irgendwo
ein Fehler eingeschlichen haben, bin ich ¥ieweisean
creinboth@hsharz.de

dankbar Bei zukYnftigen Therarbeitungen dieses Skripts werde ich sSmitliche
RYckmeldungen underbesserungsvarklSgenatYrlichgerne berYcksichtigen.

Die MusterlSsungen und Hinweise in diesem Manuskript wurden von mir nach
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